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Обсуждается метод локального уменьшения размерности зада-
чи нелинейной динамики – метод русел и джокеров. Приводится 
пример применения метода русел и джокеров к исследованию 
сингулярно возмущённой системы дифференциальных уравнений, 
представляющих собой модель Розенцвейга–Макартура для 
тритрофной пищевой цепи. 

 
 
Введение. Известно, что аппарат нелинейной динамики при 

решении задач, связанных с построением предсказывающей мо-
дели на основе известной истории поведения объекта, наиболее 
эффективен в случаях, когда размерность модели невелика [1]. 
Задачи большой размерности можно решать, используя тот факт, 
что фазовое пространство динамических систем зачастую неод-
нородно: состояние системы может быть с приемлемой точно-
стью охарактеризовано небольшим количеством переменных, со-
ставляющих проекцию малой размерности. Прочие переменные 
могут быть подчинены переменным проекции (называемым па-
раметрами порядка) и/или несущественны с точки зрения описа-
ния системы в рамках задачи. 

В общем случае проекции малой размерности могут ис-
пользоваться в ограниченных областях фазового пространства, 
причём в разных областях проекции необязательно одинаковы. 
Такие области было предложено называть руслами [1,2]. 

Области, в которых построение проекции малой размерно-
сти с последующим применением методов нелинейной динамики 
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не представляется возможным, именуются джокерами. Поведе-
ние системы, находящейся в области джокера, отличается слож-
ностью, непредсказуемостью и разнообразием, вследствие чего 
приходится использовать вероятностные методы и/или простые 
приближённые правила, определяемые эмпирически либо из об-
щих соображений. Таким образом, решение задачи с помощью 
русел и джокеров представляет собой комбинацию динамических 
и статистических методов. 

Целью данной работы является анализ поведения модели 
Розенцвейга–Макартура [3] методом русел и джокеров. Иссле-
дуемая система представляет собой модификацию модели Воль-
терра «хищник-жертва» [4] для случая трёх видов — жертвы, 
хищника и суперхищника (пожирателя хищников) с учётом сле-
дующих факторов: логистического роста жертв, насыщения хищ-
ников (увеличение численности жертв, начиная с определённого 
уровня, не приводит к увеличению их потребления хищниками 
используется функция Холлинга II типа [5]) и суперхищников, 
мальтузианского вымирания хищников и суперхищников при от-
сутствии пищи. Исследуемая система, в числе прочих, демонст-
рирует режим с наличием хаотического аттрактора шильников-
ского типа [6]. Хаос такого типа  имеет место в  случае,  когда  
скорости изменения численности хищников и суперхищников 
совпадают по порядку величины, а скорость изменения численно-
сти жертв велика [7]. Это означает, что рассматриваемая задача 
является сингулярно возмущённой [8]. 

Предлагается следующая упрощённая модель исходной 
системы в виде комбинации русел и джокеров, использующая ме-
тоды анализа сингулярно возмущённых систем [9]. Строится вы-
рожденная система, в которой дифференциальное уравнение для 
численности жертв заменяется алгебраическим уравнением, оп-
ределяющим области медленного движения. Алгебраическое 
уравнение решается относительно численности жертв. Далее, об-
ласти медленного движения считаются руслами, а линии срыва — 
джокерами. Таким образом, численность жертв является скрытой 
переменной: двумерная система «хищник-суперхищник» движет-
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ся вдоль русла вплоть до момента попадания в область джокера, 
после чего происходит переключение на другое русло, находя-
щееся в той же области двумерного фазового пространства, но 
отличающееся законами движения. 

Русла и джокеры. Понимание, на основе которого можно 
принимать решения, дают только простые модели. Идеальный 
случай — построение простой проекции реальности для всей со-
вокупности решаемых задач. На практике чаще приходится вы-
бирать проекцию для какого-то конкретного вида задач, оговари-
вая область её применения, — определять русла. Иными словами, 
вместо единой модели получается ряд моделей для разных ситуаций. 

Примерная схема возникновения неоднородностей фазово-
го пространства в виде русел дана в [1]. Предположим, существу-
ет область фазового пространства, где исходную функцию, за-
дающую фазовую скорость (или отображение), можно предста-
вить в виде суммы какой-либо более простой функции (например, 
меньшей размерности) и некоторого малого члена. Тогда, пренеб-
регая малым членом, получают уравнение движения на русле. 
Конфигурация русла соответственно определяется условием ма-
лости отброшенного члена. 

Джокер представляет собой правило или алгоритм, опреде-
ляющий поведение объекта на некотором подмножестве фазового 
пространства (области джокера), в котором неопределённость 
в поведении объекта резко возрастает. При попадании изобра-
жающей точки в область джокера, происходит его срабатыва-
ние — задействуется соответствующее правило (алгоритм). 

В зависимости от специфики рассматриваемой задачи, 
можно использовать, например, джокеры следующих разновид-
ностей [2, 10]. Джокер первого рода (точечный) мгновенно пере-
водит систему в определённую точку фазового пространства (на-
пример, постепенное развитие экосистемы заканчивается эколо-
гической катастрофой). Джокер второго рода (двухточечный) 
при срабатывании с вероятностью p1 переводит систему в некото-
рую точку фазового пространства A и с вероятностью p2 — в точ-
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ку B. Джокер третьего рода (непрерывный) переводит систему 
в точку некоторой области фазового пространства в соответствии 
с заданным законом распределения вероятности. Мерцающий 
джокер представляет собой джокер, срабатывающий с некоторой, 
отличной от 1, вероятностью. То есть при попадании изобра-
жающей точки в область джокера, следующий шаг либо (с веро-
ятностью p1) делается в соответствии с уравнением русла, либо 
(с вероятностью p2) в соответствии с правилом джокера. 

В [10] на примере логистического отображения рассмотре-
но влияние различного вида джокеров на поведение системы. 
В частности, непрерывный джокер может сделать поведение пол-
ностью хаотическим. Последовательно уменьшая его область, 
можно сначала добиться режима, похожего на перемежаемость, 
а затем — «сбой цикла». Действие мерцающего непрерывного 
джокера аналогично, но степень хаотичности регулируется изме-
нением вероятности срабатывания. Точечный джокер, наоборот, 
подавляет хаос. Мерцающий точечный джокер порождает цикли-
ческие участки, соответствующие действию точечного джокера, 
вперемешку с участками, соответствующими невозмущённому 
движению. Результатом действия двухточечного джокера являет-
ся стохастическое чередование различных циклических участков. 

Пример исследования методом русел и джокеров. Рас-
смотрим пример применения метода русел и джокеров к исследо-
ванию модели Розенцвейга–Макартура. 

Модель, в её безразмерном виде, представляет собой сле-
дующую систему дифференциальных уравнений: 
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Здесь x, y, z — численности популяций (жертв, хищников и су-
перхищников соответственно), а ζ, ε, β1, β2, δ1, δ2 — параметры. 

В зависимости от значений параметров система (1) может 
демонстрировать большое разнообразие динамических режимов, 
в число которых входят хаотические режимы различных типов. 
Будем рассматривать систему при следующих значениях пара-
метров: 0,05ζ = , =1ε , 1=0,25β , 2 =0,1β , 1=0,2δ , 2 =0,39δ  [7]. Дан-

ное соотношение параметров имеет место, когда скорости раз-
множения хищников и суперхищников сравнимы, а скорость раз-
множения жертв велика. Динамический режим, соответствующий 
указанному набору значений параметров, носит название шильни-
ковского хаоса [6]. 

В этих условиях, в силу малости параметра ζ, система (1) 
является сингулярно возмущённой, и на аттракторе чётко выделяют-
ся четыре чередующиеся зоны медленного и быстрого движения. 

Согласно теореме Тихонова [8,9], медленное движение мо-
жет быть приближённо описано вырожденной системой диффе-
ренциальных и алгебраических уравнений, представляющей со-
бой исходную систему (1), в которой выполнен предельный пере-
ход при 0ζ → : 
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Предлагается исключить из данной системы переменную x 
и заменить области медленного движения руслами (динамика на 
руслах определяется вырожденной системой), а области быстрого 
движения — джокерами. Тогда вместо сложной системы мы по-
лучим одну или более относительно простую систему, снабжён-
ную одним или более простым джокером, ответственным за про-
явления сложности исходной системы. 

Итак, система (2) имеет две области медленной динамики. 
Первая область, Γ0, находится на плоскости 0x = . Медленное 
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движение фазовой точки системы (2) в пределах Γ0, таким обра-
зом, определяется уравнениями 
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Вторая область, Γ1, образована точками цилиндрической параболы 

( ) ( )( )1
1, _ 1y f x x xβ−= = − + ,  

для которых выполняется неравенство 
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Для описания медленного движения фазовой точки системы (2) 
в пределах Γ1, можно использовать следующую двумерную систему: 
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где 

( )1 _, ,  f y y y x y y−
+ ≡ + − + ≤ , (5) 

— то из двух решений уравнения ( ), 0f x y =  относительно x, что 

соответствует Γ1. 
Перемещению фазовой точки системы (2) из одной области 

медленного движения в другую должно соответствовать пере-
ключение между системами (4) и (3). Переключение выполняется 
джокерами J0 (соответствует перемещению фазовой точки систе-
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мы (2) из области Γ0 в область Γ1) и J1 (соответствует обратному 
перемещению). Область джокера J1 соответствует линии срыва — 
прямой y y= . Линия срыва, соответствующая J0, имеет более 
сложный вид. Предлагается аппроксимировать её вертикальной 
прямой, проходящей через точку фокуса (последнее необходимо 
для наличия шильниковского хаоса). 

Таким образом, можно представить, что джокеры J0 и J1 
«сшивают» фазовые пространства двух различных систем. В этом 
заключается их принципиальное отличие от рассмотренных ранее 
джокеров, действие которых заключается в перемещении в пре-
делах одного фазового пространства. С учётом особенностей сра-
батывания и конфигурации, новому джокеру можно присвоить 
название джокер типа «шов». 

Фазовые траектории полученной системы (3)–J0–(4)–J1 по-
казаны на рис. 1. 

 
Рис. 1. Система с джокерами. Фазовые траектории системы (3)–J0–(4)–
J1 (используется джокер J0 с упрощённой конфигурацией в виде пря-
мой). Джокеры показаны жирными линиями. Сплошными линиями обо-
значены траектории системы (4), пунктирными — системы (3). Стрел-
ками показано направление движения, кружком — начальная точка. 
В окрестности области джокера J1 хорошо заметно нарушение гладко-
сти траектории. 
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Сравним исходную систему и систему (3)–J0–(4)–J1 по сле-
дующим характеристикам: значения ляпуновских характеристи-
ческих показателей, значения первых нулей функций автокорре-
ляции переменных y и z, корреляционные интегралы. 

Значения ляпуновских характеристических показателей ис-
ходной системы, определённые экспериментально с помощью 
варианта алгоритма Бенеттина [1] для дифференциальных урав-
нений, составляют 1 0,04λ = , 4

2 10λ −= , 3 13,6λ = − . Проблема при-

менения данного алгоритма к системе (3)–J0–(4)–J1 заключается 
в том, что в области джокера фазовые траектории не являются 
гладкими и матрица Якоби (а следовательно, и линеаризованная 
система) не определена. 

Для решения проблемы можно, например, использовать 
модификацию варианта алгоритма Бенеттина для отображений 
(шаг отображения представляет собой интегрирование системы 
в течение  некоторого   фиксированного  времени ∆t). В  этой   
модификации вместо итераций линеаризованной системы для 
возмущений относительно начала координат, где возмущения ор-
тонормированы, выполняются итерации исходной системы для 
возмущений относительно начальных данных, где возмущения 
ортогонализованы, малы и одинаковы по модулю. Вблизи облас-
ти джокера ортогонализация возмущений не выполняется (соот-
ветственно не вычисляется текущая оценка показателей), то есть 
для начальных данных и возмущений выполняется несколько 
итераций отображения подряд. Последнее правило обусловлено 
тем, что в области джокера траектории системы не являются 
гладкими и ортогонализация возмущений приводит к значитель-
ным погрешностям. 

Значения ляпуновских характеристических показателей 
системы (3)–J0–(4)–J1, определённые данным методом, составля-
ют 1 0,095λ =  и 2 0,015λ = . Для сравнения: тот же алгоритм, при-

менённый к проекции исходной системы на плоскость 0x = , даёт 
значения 1 0,09λ =  и 2 0,02λ = . 
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Здесь имеет смысл отметить, что для систем, включающих 
джокеры ранее описанных типов, определение ляпуновских ха-
рактеристических показателей затруднено или невозможно. Дей-
ствительно, две сколь угодно близкие траектории, пройдя область 
джокера, например, третьего рода, могут, следуя вероятностному 
правилу, мгновенно разойтись на сравнительно большое расстоя-
ние. Обратный пример: две различные траектории, проходя джо-
кер первого рода, объединяются в одну. Таким образом, при ис-
пользовании стандартных методов, оценка показателя в первом 
случае стремится к +∞ , а во втором — обращается в ноль. Следо-
вательно, необходимо доопределение понятия ляпуновского ха-
рактеристического показателя для систем с джокером. Возможно, 
также потребуется интегрировать систему в течение очень долго-
го времени (достаточно долгого, чтобы фазовая точка прошла об-
ласть джокера столько раз, сколько необходимо для сбора стати-
стики), что может быть весьма затратно. 

Джокер типа «шов», в отличие от предыдущих, сохраняет 
единственность решения и его непрерывность по начальным дан-
ным, что даёт возможность использовать общепринятое опреде-
ление ляпуновского характеристического показателя и позволяет 
избежать чрезмерных затрат вычислительных ресурсов. 

Для переменных y и z в исходной системе и в системе 
с джокерами были вычислены значения первых нулей функций 
автокорреляции. Для переменной y последние составля-
ют 5,00t∆ =  для исходной системы и 4, 48t∆ =  для систе-
мы (3)–J0–(4)–J1. Для переменной z значения первых нулей функ-
ций автокорреляции составляют 7,16t∆ =  для исходной системы 

и 6,95t∆ =  для системы (3)–J0–(4)–J1. 

Корреляционный показатель ν рассчитывался для исходной 
системы по 10000 некоррелированных точек и составил 1,69ν = , 
а для упрощённой системы — по 4000 точек и составил 1, 4ν = . 

 
Заключение. Итак, на основе сингулярно возмущённой 

системы нелинейных дифференциальных уравнений можно по-
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строить упрощённую систему пониженной размерности — систе-
му русел и джокеров. Целесообразна замена джокерами участков 
поведения, необъяснимого простой моделью (причиной чего мо-
жет быть проявление воздействия скрытых или подчинённых пе-
ременных). В рассмотренном случае предлагается выбор участков 
медленного движения в качестве русел, а участков быстрого дви-
жения — в качестве джокеров. 

Показано, что при понижении размерности системы для 
воспроизведения эффекта действия скрытой переменной (как пра-
вило, имеющей место в случаях, когда моделируемая система 
плохо формализуема или часть её показателей недоступна для 
измерения) можно использовать джокер нового типа — «шов», 
при срабатывании не перемещающий (или не только переме-
щающий) фазовую точку, но меняющий закон её движения. Важ-
ной особенностью джокеров  типа «шов» является то,  что  для  
системы с джокером данного типа могут быть использованы 
стандартные (возможно, с небольшими изменениями) методы оп-
ределения количественных характеристик хаоса (в частности, ля-
пуновских характеристических показателей). 

Сравнение исходной системы с упрощённой системой, по-
строенной описанным выше образом, по ряду количественных 
характеристик хаоса, показывает значительное сходство поведе-
ния систем. Предложенный метод представляется пригодным для 
построения упрощённой предсказывающей модели. 
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The channels and jokers method, the one for local reduction of 
a nonlinear problem rank, is discussed. An example of the channels 
and jokers method application to the analysis of the singularly per-
turbed case of the Rosenzweig–Macarthur model of a tritrophic food 
chain, is shown. 

 




