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Изучена распределенная модель непрерывной культуры 

микроорганизмов, описываю-щей влияние концентрации суб-
страта на возрастную структуру популяции в переход-ных про-
цессах. Показано, что эти процессы носят колебательный харак-
тер, который не отражен в аналогичной сосредоточенной моде-
ли. В то же время распределенная модель сохраняет некоторые 
важные свойства сосредоточенной – временной масштаб пере-
ходных процессов и существование седловой точки на плоско-
сти «клетки-субстрат». Выявлен феномен синхронизации куль-
туры без изменения формы возрастного распре-деления клеток. 

 
THE DYNAMICS OF AGE DISTRIBUTION OF CELLULAR 

POPULATIONS 
 

Minkevich I.G. 
 

(Pushchino) 
 
A distributed model of continuous microbial culture has been 

studied that describes the effect of substrate concentration on the 
population age structure during transients. Oscillatory behavior of 
these processes has been shown which is not inherent to the corre-
sponding lumped model. Yet the distributed model retains some im-
portant features of the lumped model, viz., the time scaling of tran-
sients and the existence of saddle point on the plane “cells-
substrate”. A phenomenon of culture synchronization at constant 
form of age distribution has been found. 

 
Объект исследования − культура микроорганизмов, растущая 

в проточных хорошо перемешиваемых условиях в режиме хе-
мостата [1]. Подавляющее большинство математических моде-
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лей, описывающих такой объект, являются «сосредоточенны-
ми» − они используют аппарат обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений (ОДУ). Вектор переменных включает в себя 
концентрацию биомассы или числа клеток и как минимум одну 
концентрацию какого-то источника питания, чаще всего компо-
нента среды. Такой подход отражает взаимодействие популяции 
и среды, их влияние друг на друга.  

Недостаток подобных моделей − резкое снижение их эффек-
тивности при необходимости учета физиологической гетеро-
генности клеток (различия по возрасту, размеру, внутриклеточ-
ному содержанию различных веществ).  

Для описания таких свойств более эффективен другой под-
ход − распределенные модели, которые используют для описа-
ния популяции функции распределения числа клеток по возрас-
там и другим переменным, описывающим неоднородность по-
пуляции. В данной работе мы даем сравнительный анализ про-
стейшей сосредоточенной и простейшей распределенной моде-
лей, описывающих поведение системы «популяция−среда». Та-
кое сравнение необходимо как основа для понимания свойств 
распределенной модели.  

Сосредоточенная модель культуры в безразмерной форме 
имеет вид [2] 

( ) xxsar
dt
dx −=  (1) 

( )[ ]sxsarb
dt
ds εε −+−= 1  (2) 

Обозначения: x и s − концентрации биомассы и субстрата, 
влияющего на рост, ( )sr  − удельная скорость потребления суб-
страта, величины a и b связаны со скоростью подачи среды и 
физиологическими характеристиками клеток. Множитель при 

производной 
dt
ds  равен 

0

S

S
K=ε  − отношению размерной кон-

станты насыщения к размерной концентрации субстрата в пода-
ваемой среде. Обычные значения SK  и 0S  таковы, что 1<<ε . 
Это важная особенность данной модели, которая, как правило, 
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не учитывалась в таких работах. Представляет интерес следую-
щая форма ( )sr , которая при 0≠κ  описывает субстратное ин-
гибирование роста: 

( ) 2 1 ss
sconstsr

κ++
×=  (3) 

 
Рис. 1. Фазовый портрет динамической системы (1)−(2). S1 и S2 − устойчивые 
узлы, S3 − седло, L − линия медленного движения. 

Отметим качественные особенности поведения сосредото-
ченной модели (1)−(2) (см. рис. 1):  

1) отсутствие каких-либо колебательных свойств, что дока-
зывается для системы второго порядка с такими правыми час-
тями в общем виде; 

2) ярко выраженное временное масштабирование переход-
ных процессов. Переменная s − быстрая до тех пор, пока про-
цесс не выходит на линию медленного движения L. На этой ли-
нии, согласно теореме Тихонова, уравнение (2) переходит в ал-
гебраическое:  

0≈
dt
dsε  ( ) 1≈xsar  (4) 

Второе из этих равенств означает постоянство объемной 
скорости потребления субстрата на линии медленного движе-
ния. 
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Далее будет показано, что второе свойство сохраняется в со-
ответствующей распределенной модели, а первое, напротив, 
меняется на противоположное. 

Распределенная модель (безразмерная форма), учитывающая 
неоднородность популяции по возрастам, имеет вид [3]: 

( )[ ] ( )ττ
τ

, 1, tnsWn
t
n +−=

∂
∂+

∂
∂  (4) 

( ) ( ) ( )∫
∞

=
0

,,2,0 τττ dtnsWtn  (5) 

( ) ( )ττ Gn =0,  − известная функция (6) 

( ) ( ) sdtns
dt
ds εττρε −+−= ∫

∞

1,
0

 (7) 

( )0s  = известное значение (8) 

( ) ( )( )sTAsW −Θ= ττ,  (9) 

( ) 21 ss
ss

κ
ρ

++
=  (10) 

Обозначения: t − время, τ − возраст клетки, 
( )tn ,τ  − функция распределения концентрации числа клеток по 

возрастам τ в момент t, ( )ts  − концентрация субстрата,  
( )τ,sW  − удельная скорость деления клеток, ( )( )sT−Θ τ  − сту-

пенчатая функция ( 0=Θ  при ( )sT<τ , 1=Θ  при ( )sT≥τ ). 
( )( )tsT  − возраст клеток, при котором они в данный момент вре-

мени становятся способными к делению и с увеличением воз-
раста делятся со скоростью constA = . 

( )sρ  − удельная скорость потребления субстрата. 
Отличия от сосредоточенной модели: a) вместо ОДУ (1) сто-

ит уравнение Мак-Кендрика−Фон-Ферстера в частных произ-
водных (4); b) имеется краевое условие (5), описывающее деле-
ние клеток; c) начальное условие для концентрации клеток име-
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ет более сложный вид (6), чем для ОДУ. Новизна этой распре-
деленной модели:  прежде изучалась динамика возрастного 
распределения без учета влияния среды на клетки и клеток на 
среду; здесь записана совокупность уравнений для системы 
«клетки−среда».  ( )τ,sW  взята в виде ступенчатой функции 
по τ .  

При анализе результатов использованы величины: 

( ) ( ) ττ dtntN ∫
∞

=
0

,  − общая численность популяции, 

( ) ( ) ( )tNtnt ,, ττν =  − функция распределения по возрастам, нор-

мированная на единицу: ( ) 1,
0

≡∫
∞

ττν dt . Величина ( )t,0ν  характе-

ризует долю новорожденных клеток в возрастном составе попу-
ляции.  

Вероятность деления клеток описывается функцией 
( ) ( ) ( )TAP TA −Θ= −− ττ τe . На рис. 2 показана ( )τP  при малом 

(A=50, AT=10) и большом (A=5, AT=1) разбросе возрастов деле-
ния (в обоих случаях 2,0=T ). Средний возраст деления для 
этой функции распределения равен AT 1+ , среднее квадратич-
ное отклонение этих возрастов равно A1 . Параметр AT=α  ха-
рактеризует отношение периода роста без деления к разбросу 
возрастов деления. 

Согласование скоростей потребления субстрата и деления 
клеток взято из условия, что по прошествии AT 1+=τ  масса 
клеток должна возрасти вдвое. Отсюда  

( ) sT
s

TTsT 2
1

0 ++= , где 01
11 TT ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

α
, 02

11 TT ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

α
κ  (11) 
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Рис. 2. Зависимость вероятности 
деления клеток от возраста (см. 
текст). 

Рис. 3. Синхронное (S) и асинхронное 
(A) начальное возрастное распределение 
клеток 

Стационарная форма возрастного распределения имеет вид 
[3]: 

( ) ( )( ) ( )( )[ ]sTsTA −−−−= ττττν Θexp2st  (12) 

то есть состоит из двух экспонент, непрерывно сшитых при 
( )sT=τ . Излом производной ( )τν st  в этой точке связан с раз-

рывной формой ( )τW  (ступенчатая функция). Зависимость (12) 
соответствует максимально возможному разбросу клеток по 
возрастам. Отклонение ( )t,τν  от формы, описываемой (12), а 
именно, преобладание какой-то возрастной группы в популя-
ции, означает наличие так называемой возрастной синхронно-
сти популяции [4]. Культуру принято называть синхронной, ес-
ли ( )0,τν  имеет форму узкого пика. Распределение (12) будем 
называть асинхронным (см. рис. 3). 

Ниже приведены результаты численного решения уравнений 
распределенной модели при следующих значениях параметров: 

001,0=ε , 2,00 =T , α = 1, 5 или 10, κ = 0 или 0,005. В качестве 
начального возрастного распределения ( )0,τν  = ( ) ( )0NG τ  при-
нимались две функции от τ , одна из которых имела вид (12) 
(асинхронная культура), а другая задавалась следующим обра-
зом: ( )0,τν = 10 при 1,00 << τ , ( )0,τν = 0 при 1,0>τ  (синхронная 
культура). Обе функции ( )0,τν  показаны на рис. 3. 

Как показало численное исследование, переходные процессы 
в микробной популяции носят колебательный характер. Это 
обусловлено существованием внутренней периодичности, а 
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именно, естественной задержкой деления клеток в возрастном 
интервале от 0 до T. Колебания появляются, когда форма воз-
растного распределения отличается от установившейся [3], что 
означает наличие в начальный момент времени возрастной син-
хронности популяции. Затухание колебаний («расползание» 
синхронности) обусловлено разбросом возрастов деления. 

На рис. 4 показано установление стационарного режима не-
прерывного роста при начальных концентрациях переменных 

( ) 1,00 =N , ( ) 10000 =s ; культура в начальный момент времени 
синхронизирована (см. выше). Субстратное ингибирование 
здесь отсутствует: κ = 0. Колебания имеют место в концентра-
ции субстрата (не видны на графике из-за малости амплитуды), 
в общей численности популяции, в доле новорожденных клеток 

( )t,0ν . При высоких концентрациях субстрата ( ) constTsT =≈ 0 . 
При низких s  значение ( )sT  резко возрастает и осциллирует 
вследствие колебаний s . Скорость затухания тем ниже, чем 
больше высота ступеньки A  (чем меньше α ). 

Представляют интерес две особенности популяции как коле-
бательной системы, которые нехарактерны для «привычных» 
колебательных систем − увеличение амплитуды и изменение 
частоты колебаний после того, как безразмерная концентрация 
субстрата снижается до значений порядка 1 (размерная концен-
трация − до величины порядка константы насыщения скорости 
потребления субстрата).  

При сильном затухании ( 1=α ) колебания вообще успевают 
прекратиться до такого снижения s  и затем возбуждаются зано-
во. Причиной является снижение s , вызывающее резкое увели-
чение внутреннего периода популяции ( )sT . Из-за этого изме-
няется период колебаний. Кроме того, происходит новое для 
теории колебаний явление − быстрое изменение конфигурации 
стационарного возрастного распределения ( )τν st , соответст-
вующего данным условиям роста (см. (12)), при малом измене-
нии существующего возрастного состава популяции. Последнее 
приводит к тому, что степень отличия существующего на дан-
ный момент возрастного распределения от стационарного резко 
возрастает. В случае 1=α  возрастное распределение, имевшее 
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при t  от 1 до 3,5 установившуюся форму ( ( ) constt =,0ν , 
( ) consttT = , см рис. 4), очень быстро становится нестационар-

ным, практически не изменив свою форму. Это и есть причина 
вторичного возбуждения колебаний после довольно долгого пе-
риода постоянства ( )t,0ν  и T  (верхние графики рис. 4). 

 
Рис. 4. Установление режима стационарного роста в хемостате из исходного 
состояния культуры, синхронизованного по возрастам. Левые графики: 1=α . 
Правые: 10=α . 

 
Рис. 5. Переходный процесс после скачкообразного увеличения концентрации 
подаваемого субстрата вдвое. 

Аналогичное явление − появление синхронности у асин-
хронной культуры − имеет место при смене подаваемой среды 
на другую, в которой концентрация субстрата выше, чем в пер-
вой. Тогда происходит резкое увеличение концентрации суб-
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страта в клеточной суспензии, приводящее к столь же резкому 
уменьшению ( )sT  и интенсификации деления клеток. Затем 
синхронность затухает (рис. 5). 

 
Рис. 6. Динамика культуры вблизи «сепаратрисы» при синхронном начальном 
возрастном распределении ( )0,τν . Левые графики − большой разброс возрастов 
деления ( 1=α ), Правые − малый разброс ( 10=α ). В обоих случаях вверху 
показано вымывание культуры, внизу − выход культуры на стационарный ре-
жим роста в хемостате. Везде ( )0s = 1000, ( )0N  указано на графиках. 

Сосредоточенная модель популяции клеток показывает на-
личие седла в случае, когда субстрат оказывает ингибирующее 
действие на рост при высоких значениях s  (рис. 1). Аналогич-
ное свойство имеет место и у распределенной модели. Анало-
гом фазовой плоскости в этом случае является плоскость пере-
менных { }sN , . Линии, описываемые кривыми ( )tN  и ( )ts  на 
этой плоскости, служат аналогами фазовых траекторий, но не 
являются ими в строгом смысле слова, так как совокупность пе-
ременных { }sN ,  не дает полного описания состояния системы. 
В качестве «сепаратрисы» можно рассматривать совокупность 
точек ( )sNs  на плоскости { }sN , , таких, что при выборе началь-
ных условий при одном и том же s , но при N  несколько боль-
шем или меньшем ( )sNs  кривые ( ) ( ){ }tstN ,  в конечном счете 
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сильно расходятся. 
Расхождение трендов поведения популяции во времени вид-

но на рис. 6. Рисунок 7 изображает те же зависимости на плос-
кости { }sN , , то есть в форме, аналогичной фазовому портрету 
сосредоточенной динамической системы. Данные, представлен-
ные на рис. 7, позволяют определить положение одной точки 
«сепаратрисы» − при ( )0s = 1000. 

 
Рис. 7. Траектории установления стационарных состояний популяции клеток, 
проходящие вблизи «сепаратрисы». Показано по две траектории, одна из кото-
рых выводит систему в режим стационарного роста ( 0≠N ), а другая приводит 
к вымыванию культуры ( 0=N ). Начальные состояния − верхний правый угол 
графиков. Левые графики − большой разброс возрастов деления ( 1=α ), Пра-
вые − малый разброс ( 10=α ). Начальное возрастное распределение вверху 
синхронное, внизу асинхронное, соответствующее в обоих случаях установив-
шемуся режиму седловой точки. Место седла указано косым крестом. Везде 

( )0s = 1000, ( )0N  указано на графиках. 

Эта точка находится между значениями ( )0N , указанными 
на графиках. Ее положение относительно слабо зависит от сте-
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пени синхронности начального возрастного распределения, и в 
гораздо большей степени от разброса возрастов деления. Траек-
тории имеют сложную самопересекающуюся форму, поскольку 
данная система имеет размерность не второго порядка (в клас-
сическом понимании динамической системы как объекта, опи-
сываемого ОДУ), а бесконечного порядка. 

Важной особенностью всех графиков рис. 7 является то, что 
приближение к режиму стационарного роста ( 0≠N ) происхо-
дит вдоль линии медленного движения (ЛМД). Существование 
ЛМД выводится из уравнения (7) на основании рассуждений, 
аналогичных теореме Тихонова для ОДУ. Уравнение ЛМД: 

( ) 1≈Nsρ  Эта часть траекторий расположена очень близко к оси 
ординат. Для одного из четырех случаев, представленных на 
рис. 7, она изображена в увеличенном масштабе на рис. 8. Из 
него видно, что траектория входит в ЛМД горизонтально (из-за 
разного масштаба скоростей изменения ( )ts  и ( )tN ), а затем об-
ходит отрезок ЛМД, совершая колебания вокруг стационарной 
точки. Прижатость траекторий к ЛМД является причиной того, 
что ( )ts  и ( )tN  колеблются в противофазе. 

 
Рис. 8. Динамика популяции на линии медленного движения в случае малого 
разброса возрастов деления ( 10=α ) и синхронного начального возрастного 
распределения. Слева − траектория, приводящая систему к ЛМД и затем со-
вершающая колебания в окрестности ЛМД. Точка − устойчивое стационарное 
состояние. Справа − поведение системы во временном представлении (бли-
зость к ЛМД или отклонение от нее здесь не видны). 

Таким образом, распределенная модель, сохраняя некоторые 
качественные свойства сосредоточенной, обладает намного бо-
лее разнообразным поведением. 
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