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Â ðàáîòå ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðàçáè-
åíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí äâóäîëüíîãî ãðàôà G, â êîòîðîì ëþáûå äâà ïðîñòûõ öèêëà
èìåþò íå áîëåå îäíîé îáùåé âåðøèíû, íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V1 è
V2, ïðè êîòîðîì äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V(G) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ||λ(v)∩V1| −
|λ(v)∩V2|| ≤ 1, ãäå λ(v) åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ âåðøèíå v.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïå-
òåëü. Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôàG îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçV(G), ìíîæåñòâî ðåáåð � ÷åðåç
E(G). Ñòåïåíü âåðøèíû v∈V(G) â ãðàôå G îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dG(v). Äëÿ âåðøèíû
v∈V(G) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî λ(ν)≡ {ω ∈V(G)/(ω,ν) ∈ E(G)}.

2-ðàçáèåíèåì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : V(G)→{0,1}.
2-ðàçáèåíèå f ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè äëÿ ëþ-

áîé âåðøèíû v∈V(G)

||{ω ∈ λ(ν)/ f (ω) = 1}|− |{ω ∈ λ(ν)/ f (ω) = 0}|| ≤ 1.

Íåêîòîðûå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ î ñóùåñòâîâàíèè ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûõ
2-ðàçáèåíèé ãðàôîâ ïðîâåäåíû â [1, 2, 3].

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g : Xg →{0,1} è ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊆ Xg ïîëîæèì:

P(X,g)≡ |{ν ∈ X/g(ν) = 1}|− |{ν ∈ X/g(ν) = 0}|.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ öèêëîâ ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç T(G). Áóäåì ïîëà-
ãàòü, ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî â ïðîñòîì öèêëå ïîâòîðÿþùèõñÿ ðåáåð íåò. Ìíîæåñòâî
âåðøèí ïðîñòîãî öèêëàC ãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåçVG(C). Ïîëîæèì:

Vc
G(S)≡

⋃
C∈S

VG(C),ãäå Såñòü ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà T(G).

Ïîëîæèì L(G) = V(G)\Vc
G(T(G)).

Äëÿ ∀u∈V(G) ïîëîæèì LG(u)≡ λ(u)∩L(G).
×åðåç V2(G) îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ

áû äâóì ïðîñòûì öèêëàì ãðàôà G.
Äëÿ ∀x∈V(G) ÷åðåçCG(x) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ öèêëîâ ãðàôà G,

êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíó x.
ÏóñòüGïðîèçâîëüíûéãðàô, àV0⊆V(G) �íåêîòîðîåïîäìíîæåñòâî åãî âåðøèí.

Îïðåäåëèì ãðàô <V0>G ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V(<V0>G)≡V0, E(<V0>G)≡ {(v1,v2) ∈ E(G)/v1 ∈V0,v2 ∈V0}.



Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ãðàôîâ, â êîòîðûõ ëþáûå äâà ïðîñòûõ öèêëà èìåþò íå
áîëåå îäíîé îáùåé âåðøèíû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîãî 2-ðàçáèåíèÿ äëÿ ãðàôîâ êëàññà A.

Íå îïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿ ìîæíî íàéòè â [4].
Ðàçëè÷íûå öèêëûC1 ∈ T(G) èC2 ∈ T(G) íàçîâåì ñìåæíûìè öèêëàìè â ãðàôåG,

åñëèVG(C1)∩VG(C2) 6= /0.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (C1,C2, . . . ,Cp) ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ öèêëîâ ãðàôà G, ãäå

p ≥ 2, íàçîâåì ãèðëÿíäîé â ãðàôå G, åñëè äëÿ ∀ j,1 ≤ j ≤ p− 1, öèêëû Cj è Cj+1

ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè öèêëàìè â G.
Ãèðëÿíäó (C1,C2, . . . ,Cp) ãðàôà G íàçîâåì ïðîñòîé ãèðëÿíäîé â ãðàôå G, åñëè

äëÿ ëþáûõ i è j, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 1≤ i < j ≤ p, j − i ≥ 2, öèêëû Ci è
Cj íå ñìåæíû.

Ãèðëÿíäó (C1,C2, . . . ,Cp) ãðàôà G, ãäå p≥ 3, íàçîâåì îæåðåëüåì â ãðàôå G, åñëè
öèêëûC1 èCp ñìåæíû.

Îæåðåëüå (C1,C2, . . . ,Cp) ãðàôà G íàçîâåì ïðîñòûì îæåðåëüåì â ãðàôå G, åñëè
âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. p = 3 èVG(C1)∩VG(C2)∩VG(C3) = /0;

2. p≥ 4 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(a) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (C1,C2, . . . ,Cp−1) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãèðëÿíäîé ãðàôàG,

(b) Cp ñìåæåí è ñ öèêëîìC1, è ñ öèêëîìCp−1,

(c) äëÿ ∀ j,2≤ j ≤ p−2,Cp íå ñìåæåí ñCj .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1 Åñëè G∈ A, òî â G íå ñóùåñòâóåò ïðîñòîãî îæåðåëüÿ.

Ïîäìíîæåñòâî Q⊆ T(G) ïðîñòûõ öèêëîâ ãðàôà G íàçîâåì öèêëè÷íî-ñâÿçàí-
íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ C′ ∈ Q è C′′ ∈ Q ñóùåñòâóåò ãèðëÿíäà (C1,C2, . . . ,Cp) â ãðàôå
G, òàêàÿ, ÷òî C1 ñîâïàäàåò ñ C′, Cp ñîâïàäàåò ñ C′′, à ïðè ëþáûõ C′ ∈ Q è C′′ /∈ Q
íå ñóùåñòâóåò ãèðëÿíäû (C1,C2, . . . ,Cp) â ãðàôå G, òàêîé, ÷òî C1 ñîâïàäàåò ñ C′, Cp

ñîâïàäàåò ñC′′.
ÃðàôGíàçîâåì öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì, åñëè ìíîæåñòâî T(G) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷-

íî-ñâÿçàííûì.
ÃðàôGíàçîâåì àáñîëþòíî öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñ-

êè-ñâÿçàííûì è äëÿ ëþáîãî ðåáðà (x1,x2) ∈ E(G) ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà èç âåðøèí x1

è x2 ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó öèêëó.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ìíîæåñòâî T(G) ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå

T(G) =
t⋃

i=1

Qi
G, ãäå ïðè 1≤ i < j ≤ t Qi

G∩Q j
G = /0,



òàê, ÷òî äëÿ ∀i,1≤ i ≤ t, Qi
G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷íî-ñâÿçàííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæå-

ñòâà T(G); ïîëîæèì QG ≡ {Q1
G,Q2

G, . . . ,Qt
G}.

ßñíî, ÷òî ïî ëþáîìó ãðàôó Gìíîæåñòâî QG îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïîäãðàôîâ {W1

G,W2
G, . . . ,Wt

G} ãðàôà G, òàêèõ, ÷òî äëÿ ∀i,
1≤ i ≤ t,

Wi
G =<Vc

G(Qi
G)∪{ν ∈V(G)/dG(ν) = 1 è ∃ω ∈Vc

G(Qi
G) òàêîå, ÷òî (ν,ω) ∈ E(G)}>G .

Ïîëîæèì DG ≡<V(G)\(
⋃t

i=1VG(Wi
G))>G.

ßñíî, ÷òîDG ÿâëÿåòñÿ ëåñîì. Ïóñòü {D1
G, . . . ,DN(DG)

G } åñòü ìíîæåñòâî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ëåñà DG, ãäå ÷åðåç N(DG) îáîçíà÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ëåñà DG.

Ïîëîæèì Struct(G)≡ {D1
G, . . . ,DN(DG)

G }∪{W1
G , . . . ,Wt

G}.
Ïóñòü G1 è G2 � ñâÿçíûå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõV(G1)∩V(G2) = /0, a e1 = (x1,w1) è

e2 = (x2,w2) � èõ âèñÿ÷èå ðåáðà, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì dG1(w1) = dG2(w2) = 1.
Îïðåäåëèì ãðàô G1 + (e1 = e2) + G2, êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü

ãðàôîì, ïîëó÷åííûì èç ãðàôîâG1 èG2 îïåðàöèåé ñêëåéêè ðåáåð e1 è e2, ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

V(G1 +(e1 = e2)+G2)≡ (V(G1)\{w1})∪ (V(G2)\{w2}),
E(G1 +(e1 = e2)+G2)≡ (E(G1)\{e1})∪ (E(G2)\{e2})∪{(x1,x2)}.

Òåîðåìà 2 Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôàG ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâîConstr(G)≡ {G1, . . . ,Gk}òà-
êèõ ïîäãðàôîâ ãðàôà G, ÷òî:

1. ãðàôG ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôîâ ìíîæåñòâàConstr(G) ïîñëåäîâàòåëüíûìè îïåðàöè-
ÿìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé ñêëåéêè ðåáåð;

2. äëÿ ∀i, 1≤ i ≤ k, Gi ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì èëè àáñîëþòíî öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì ãðà-
ôîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî |Struct(G)|.
Åñëè |Struct(G)|= 1, òî âîçüìåìConstr(G)≡ {G}, è äîêàçûâàòü íå÷åãî.
Ïóñòü òåïåðü |Struct(G)| > 1, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà

G′ ñ |Struct(G′)| = |Struct(G)|− 1 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Constr(G′) òàêèõ ïîäãðàôîâ
ãðàôà G′, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1 è 2. Ïîêàæåì, ÷òî è äëÿ ãðàôà G ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâîConstr(G) òàêèõ åãî ïîäãðàôîâ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1 è 2.

Èç ñâÿçíîñòè G è èç îïðåäåëåíèÿ Struct(G) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãðàô G0 ∈
Struct(G), òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåáðî e0 = (v1

0,v
2
0) ∈V(G), óäîâëåòâî-

ðÿþùåå óñëîâèÿì v1
0 ∈ V(G0) è v2

0 ∈V(G)\V(G0).
Ðàññìîòðèì ãðàô G′

0 ≡<(V(G)\V(G0))∪{v1
0}>G.

Òàê êàê |Struct(G′
0)|= |Struct(G)|−1, òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþèíäóêöèè, äëÿ ãðàôà

G′
0 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Constr(G′

0) åãî ïîäãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1
è 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðàô G ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôîâ G′

0 è G′′
0 ≡<V(G0)∪{v2

0}>G



îïåðàöèåé ñêëåéêè ðåáåð. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Constr(G)≡Constr(G′
0)∪{G′′

0}
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ Struct(G) âûòåêàåò, ÷òî ãðàô G0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàô G′′
0

ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûìè ãðàôàìè èëè äåðåâüÿìè.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåãêî äîêàçóåìà

Òåîðåìà 3 ÏóñòüG1 èG2 � ñâÿçíûå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõV(G1)∩V(G2) = /0, e1 è e2 � èõ
âèñÿ÷èå ðåáðà, ñîîòâåòñòâåííî, è ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí èç ãðàôîâG1 èG2 ÿâëÿåòñÿ äâó-
äîëüíûì.×òîáûäëÿ ãðàôàG1+(e1 = e2)+G2 ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå
2-ðàçáèåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ îáîèõ ãðàôîâG1 èG2 ñóùåñòâîâàëè
ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûå 2-ðàçáèåíèÿ.

Äëÿ ∀G∈ A öèêëîâîé ðàñöâåòêîé ãðàôà G íàçîâåì ôóíêöèþ F : V2(G)×T(G)→
{−1,0,1,2}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ: äëÿ ∀(x,C) ∈V2(G)×T(G) F(x,C) ≥ 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäàC∈CG(x).

Ïóñòü C � ïðîñòîé öèêë ãðàôà G∈ A, τ � íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå îáõîäà öèêëà
C, è F � ïðîèçâîëüíàÿ öèêëîâàÿ ðàñöâåòêà ãðàôà G.

(F,τ,C)-êîñòüþäëèíû k(k≥ 2) â ãðàôåGíàçîâåìïîñëåäîâàòåëüíîñòü (vi1, . . . ,vik)
âåðøèí öèêëàC, òàêóþ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1. ñðåäè âåðøèí vi1,vi2, . . . ,vik ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí íåò, çà èñêëþ÷åíèåì åäèí-
ñòâåííîãî âîçìîæíîãî ñëó÷àÿ ïîâòîðåíèÿ, êîãäà vi1 = vik.

2. äëÿ ∀ j,1≤ j ≤ k−1, ñóùåñòâóåò âåðøèíà u j, j+1 öèêëàC (êîòîðóþ íàçîâåì ïðî-
ìåæóòî÷íîé äëÿ vi j è vi j+1), êîòîðàÿ ïðè îáõîäå öèêëà C ïî íàïðàâëåíèþ τ
ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå vi j , è íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå êîòîðîé ñëåäóåò
vi j+1, ïðè÷åì âåðøèíà u j, j+1 óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(a) dG(u j, j+1) = 2,

(b) u j, j+1 ∈V2(G) è 0≤ F(u j, j+1,C)≤ 1.

(F,τ,C)-êîñòü (vi1,vi2, . . . ,vik) â ãðàôå G íàçîâåì öèêëè÷åñêîé, åñëè vi1 = vik.
(F,τ,C)-êîñòü ãðàôà G íàçîâåì ìîíîïîëÿðíîé (ãåòåðîïîëÿðíîé), åñëè ÷èñëî åå

ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ¾dG(x) = 2 èëè x ∈ V2(G) è
F(x,C) = 1¿, ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì (íå÷åòíûì).

Ìíîæåñòâîì âåðøèí (F,τ,C)-êîñòè ω = (vi1,vi2, . . . ,vik) ãðàôà G íàçîâåì ìíîæå-
ñòâî {vi1,vi2, . . . ,vik} è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåçVb

G(ω).
Ñêàæåì, ÷òî (F,τ,C)-êîñòüω ãðàôàGïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó ν, åñëè ν∈ Vb

G(ω).
Äëÿ äàííîé âåðøèíû ν ∈ VG(C) ÷åðåç MB(F,C,ν) (ñîêðàùåíèå îò Maximum

Bones) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ (F,τ,C)-êîñòåé ãðàôà G, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåð-
øèíó ν è èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ äëèíó.

Ïóñòü G∈ A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì ãðàôîì.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ FG : V2(G)×T(G)→{−1,0,1,2}.
Íåîãðàíè÷èâàÿîáùíîñòüäàëüíåéøèõðàññóæäåíèé,ìîæåìñ÷èòàòü, ÷òîV2(G) 6= /0.



Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè FG.
Øàã 1. Äëÿ ëþáîãî (x,C) ∈V2(G)×T(G), ãäåC /∈CG(x), ïîëîæèì FG(x,C)≡−1.
Øàã 2. ÏîëîæèìC[0] = /0, t = 1.
Øàã 3. Ïóñòü öèêëCt ãðàôà G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Ct ∈ T(G)\C[t−1] è |VG(Ct)∩Vc
G((T(G)\C[t−1])\Ct)|= 1.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî öèêëà Ct âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà |T(G)\C[t − 1]| ≥ 2,
òåîðåìû 1 è èç òîãî, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì ãðàôîì êëàññà A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ut âåðøèíó öèêëàCt , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

VG(Ct)∩Vc
G((T(G)\C[t−1])\Ct) = {ut}.

ÏóñòüVG(Ct)∩λ(ut) = {v1t ,v2t}.

Çàìå÷àíèå 1 Åñëè (VG(Ct)\{ut})∩V2(G) 6= /0, òî íàìíîæåñòâå ((VG(Ct)\{ut})∩V2(G))×
T(G) ôóíêöèÿ FG óæå îïðåäåëåíà.

Ïóñòü τt � òàêîå íàïðàâëåíèå îáõîäà öèêëà Ct , ïðè êîòîðîì âåðøèíà ut íå
ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå âåðøèíû v1t .

Ïîëîæèì

FG(ut ,Ct)≡


0 (1), åñëè ñóùåñòâóåò ìîíîïîëÿðíàÿ (ãåòåðîïîëÿðíàÿ)

(FG,τt ,Ct)-êîñòü (vi1, . . . ,vik), òàêàÿ, ÷òî vi1 = v1t , vi2 = v2t .
2, åñëè íå ñóùåñòâóåò (FG,τt ,Ct)-êîñòè (vi1, . . . ,vik), òàêîé,

÷òî vi1 = v1t , vi2 = v2t .

ÏîëîæèìC[t]≡C[t−1]∪{Ct}.
Åñëè |CG(ut)\C[t]|= 1, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç C′

t öèêë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
CG(ut)\C[t] = {C′

t}, è ïîëîæèì

FG(ut ,C
′
t)≡


2, åñëè {C∈ (CG(ut)\{C′

t})/FG(ut ,C) = 2} 6= /0 èëè LG(ut) 6= /0
0 (1), åñëè {C∈ (CG(ut)\{C′

t})/FG(ut ,C) = 2}= /0, LG(ut) = /0 è
÷èñëî |{C∈ (CG(ut)\{C′

t})/FG(ut ,C) = 0}| íå÷åòíî (÷åòíî).

Øàã 4. Åñëè |T(G)\C[t]| 6= 1, òî ïîëîæèì t = t +1 è ïåðåéäåì êØàãó 3, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïîëîæèìC|T(G)| ≡C′, ãäå {C′}= T(G)\C[t], è Àëãîðèòì çàâåðøåí.

Çàìå÷àíèå 2 Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ FG, ïîñòðîåííàÿ ïðè ïðèìåíåíèè îïèñàííîãî
àëãîðèòìà, ÿâëÿåòñÿ öèêëîâîé ðàñöâåòêîé ãðàôà G.

Ëåììà 1 Ïóñòü G∈ A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì ãðàôîì, à f � ëîêàëüíî-ñáàëàí-
ñèðîâàííîå 2-ðàçáèåíèå ãðàôà G. Òîãäà, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω̃ ≡ (vi1,vi2, . . . ,vin)
ÿâëÿåòñÿ (FG, τ̃,C̃)-êîñòüþ â ãðàôå G ïðè íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè τ̃ îáõîäà öèêëà C̃, òî
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f (vi1) =
{

f (vin), åñëè (FG, τ̃,C̃)-êîñòü ω̃ ìîíîïîëÿðíà;
1− f (vin), åñëè (FG, τ̃,C̃)-êîñòü ω̃ ãåòåðîïîëÿðíà.



Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó t, èñïîëüçóåìîìó â àëãîðèòìå
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè FG. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû è ïîäãðàôû ãðàôà G, îïèñû-
âàåìûå ñ ïðèìåíåíèåì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t â èíäåêñå îáîçíà÷åíèÿ, ñîâïàäàþò ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè îáúåêòàìè, îïðåäåëÿåìûìè ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà C̃ = C1.
ßñíî, ÷òî |VG(C1)∩Vc

G(T(G))|= 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî VG(C1)∩V2(G) = {u1}.
Ñëó÷àé 1. u1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíîé (FG, τ̃,C1)-êîñòè ω̃.
Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíû x (FG, τ̃,C1)-êîñòè ω̃

dG(x) = 2, îòêóäà è ñëåäóåò íóæíîå ðàâåíñòâî.
Ñëó÷àé 2. u1 ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíîé (FG, τ̃,C1)-êîñòè ω̃.
Â ýòîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî 0≤ FG(u1,C1)≤ 1, ïðè÷åì èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ FG

ñëåäóåò, ÷òî FG(u1,C1) = 0 (FG(u1,C1) = 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìî-
íîïîëÿðíàÿ (ãåòåðîïîëÿðíàÿ) (FG,τ1,C1)-êîñòüω1≡ (v11,zj1, . . . ,zjm,v21) â ãðàôåG, äëÿ
êîòîðîé âåðøèíà u1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé. Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèå, èñïîëüçó-
åìîå ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ 1, ê (FG,τ1,C1)-êîñòè ω1, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

f (v11) =
{

f (v21), åñëè (FG,τ1,C1)-êîñòü ω1 ìîíîïîëÿðíà;
1− f (v21), åñëè (FG,τ1,C1)-êîñòü ω1 ãåòåðîïîëÿðíà,

èç ÷åãî âûòåêàåò, ÷òî

f (v11) =
{

f (v21), åñëè FG(u1,C1) = 0;
1− f (v21), åñëè FG(u1,C1) = 1.

Îòñþäà, èç îïðåäåëåíèÿ ìîíîïîëÿðíîé (ãåòåðîïîëÿðíîé) êîñòè è èç ðàññóæäå-
íèÿ, ïðîâåäåííîãî äëÿ ñëó÷àÿ 1, âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî.

Äîïóñòèì, ÷òî óòâåæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ ëþáîãî öèêëàCt , ïðè 1≤ t ≤ k−1,
ãäå 1 < k≤ |T(G)|−1.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà C̃ = Ck.
Ñëó÷àé 1ind . uk íå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíîé (FG, τ̃,Ck)-êîñòè ω̃.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó u j, j+1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé

âåðøèíîé äëÿ âåðøèí vi j è vi j+1, ãäå 1 ≤ j ≤ n− 1 è u j, j+1 ∈ V2(G) (îòìåòèì, ÷òî
åñëè òàêîé âåðøèíû u j, j+1 íå ñóùåñòâóåò, òî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû äëÿ
(FG, τ̃,Ck)-êîñòè ω̃ óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå, êàê è ïðè t = 1).

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû äëÿ (FG, τ̃,Ck)-êîñòè ω̃ áóäåò
äîêàçàíà, åñëè ìû äîêàæåì ðàâåíñòâî

f (vi j ) =
{

f (vi j+1), åñëè FG(u j, j+1,Ck) = 0;
1− f (vi j+1), åñëè FG(u j, j+1,Ck) = 1.

Èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè FG âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ∀C ∈CG(u j, j+1) ñóùå-
ñòâóåò íåêîòîðîå çíà÷åíèå s, 1≤ s≤ k−1, ïàðàìåòðà t, èñïîëüçóåìîãî â àëãîðèòìå,
òàêîå, ÷òî u j, j+1 = us èC ñîâïàäàåò ñCs, ïðè÷åì 0≤ FG(u j, j+1,Cs)≤ 1.

Âûáåðåì ∀C ∈CG(u j, j+1). Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ñóùåñòâóåò s, 1≤ s≤ k−1,
òàêîå, ÷òî u j, j+1 = us èC ñîâïàäàåò ñCs. Ïîêàæåì, ÷òî

f (v1s) =
{

f (v2s), åñëè FG(u j, j+1,Cs) = 0;
1− f (v2s), åñëè FG(u j, j+1,Cs) = 1.



Ñëó÷àé 1inda). FG(u j, j+1,Cs) = 0
ßñíî, ÷òî FG(us,Cs) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìîíîïîëÿðíàÿ (FG,τs,Cs)-

êîñòü ωs = (v1s, l i1, . . . , l im,v2s) â ãðàôå G. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî f (v1s) = f (v2s).

Ñëó÷àé 1indb). FG(u j, j+1,Cs) = 1
ßñíî, ÷òî FG(us,Cs) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ãåòåðîïîëÿðíàÿ (FG,τs,Cs)-

êîñòü ωs = (v1s, l i1, . . . , l im,v2s) â ãðàôå G. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî f (v1s) = 1− f (v2s).

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ñâÿçü ìåæäó f (v1s) è f (v2s) óñòàíîâëåíà.
Îòñþäà è èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè FG âûòåêàåò èñêîìàÿ ñâÿçü ìåæäó

f (vi j ) è f (vi j+1).
Ñëó÷àé 2ind . uk ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíîé (FG, τ̃,Ck)-êîñòè ω̃.
Â ýòîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî 0≤ FG(uk,Ck)≤ 1, ïðè÷åì èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ FG

ñëåäóåò, ÷òî FG(uk,Ck) = 0 (FG(uk,Ck) = 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìî-
íîïîëÿðíàÿ (ãåòåðîïîëÿðíàÿ) (FG,τk,Ck)-êîñòü ωk ≡ (v1k,zj1, . . . ,zjq,v2k) â ãðàôåG, äëÿ
êîòîðîé âåðøèíà uk íå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé. Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèå, èñïîëüçó-
åìîå ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ 1ind , ê (FG,τk,Ck)-êîñòè ωk, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

f (v1k) =
{

f (v2k), åñëè (FG,τk,Ck)-êîñòü ωk ìîíîïîëÿðíà;
1− f (v2k), åñëè (FG,τk,Ck)-êîñòü ωk ãåòåðîïîëÿðíà,

èç ÷åãî âûòåêàåò, ÷òî

f (v1k) =
{

f (v2k), åñëè FG(uk,Ck) = 0;
1− f (v2k), åñëè FG(uk,Ck) = 1.

Îòñþäà, èç îïðåäåëåíèÿ ìîíîïîëÿðíîé (ãåòåðîïîëÿðíîé) êîñòè è èç ðàññóæäå-
íèÿ, ïðîâåäåííîãî äëÿ ñëó÷àÿ 1ind , âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ (FG, τ̃,Ck)-êîñòè
ω̃ ãðàôà G.

Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ ëþáîãî öèêëà Ct , ïðè 1 ≤ t ≤
|T(G)|−1.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà C̃ = C|T(G)|.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ òàê æå, êàê â ñëó÷àå 1ind .
Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü G∈ A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì ãðàôîì, à f � ëîêàëüíî-ñáà-
ëàíñèðîâàííîå 2-ðàçáèåíèå ãðàôà G. Òîãäà, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω̃ ≡ (vi1, . . . ,vin)
ÿâëÿåòñÿ (FG, τ̃,C̃)-êîñòüþ â ãðàôå G ïðè íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè τ̃ îáõîäà öèêëà C̃,
òî çíà÷åíèå f (vi j ) äëÿ ∀ j , 1≤ j ≤ n, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì f (vik) ïðè ∀k,
1≤ k≤ n.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü G∈ A ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî öèêëè÷åñêè-ñâÿçàííûì, äâóäîëüíûì ãðà-
ôîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå 2-ðàçáèåíèå ãðàôà G,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ∀C∈ T(G) è ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ τ îáõîäà öèêëà
C íå ñóùåñòâîâàëî ãåòåðîïîëÿðíîé öèêëè÷åñêîé (FG,τ,C)-êîñòè â ãðàôå G.



Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü C0 ∈ T(G) è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω0 ≡ (vi1,vi2, . . . ,vin) âåðøèí öèêëà C0 ÿâëÿåòñÿ ãåòåðîïîëÿðíîé
öèêëè÷åñêîé (FG,τ0,C0)-êîñòüþ â ãðàôå G ïðè íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè τ0 îáõîäà
öèêëà C0, è ïóñòü f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííûì 2-ðàçáèåíèåì ãðàôà G.
Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî f (vi1) = 1− f (vin), íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê ω0 ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé (FG,τ0,C0)-êîñòüþ â ãðàôå G.

Äîñòàòî÷íîñòü.Ïðåäïîëîæèì, ÷òîäëÿëþáîãîC∈T(G)èëþáîãîíàïðàâëåíèÿ τ
îáõîäà öèêëàCíå ñóùåñòâóåò ãåòåðîïîëÿðíîéöèêëè÷åñêîé (FG,τ,C)-êîñòè â ãðàôåG.

Ñíà÷àëà äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Äëÿ ëþáûõ u∈V2(G),C∈ T(G) è i ∈ {0,1,2} ïîëîæèì:

CG(u, i,C)≡ {C′ ∈CG(u)/FG(u,C′) = i}\{C}.

Ïóñòü u0 ∈V2(G) � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà, àC0 ∈ T(G) � ïðîèçâîëüíûé öèêë.
Îñóùåñòâèì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàCG(u0,0,C0) íà ïîä-

ìíîæåñòâàC01(u0,C0) èC02(u0,C0) òàê, ÷òî

CG(u0,0,C0) = C01(u0,C0)∪C02(u0,C0), C01(u0,C0)∩C02(u0,C0) = /0,

|C01(u0,C0)|=
⌈
|CG(u0,0,C0)|

2

⌉
, |C02(u0,C0)|=

⌊
|CG(u0,0,C0)|

2

⌋
.

Äëÿ j ∈ {1,2} ïîëîæèì:V0 j(u0,C0)≡ λ(u0)∩Vc
G(C0 j(u0,C0)).

ÏîëîæèìV0(u0,C0)≡V01(u0,C0)∪V02(u0,C0).
Ïîëîæèì:V1(u0,C0)≡ λ(u0)∩Vc

G(CG(u0,1,C0)).

Çàìå÷àíèå 3 Äëÿ ∀C∈CG(u0,1,C0) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî |V1(u0,C0)∩VG(C)|= 2.

Îñóùåñòâèìïðîèçâîëüíûìîáðàçîì ðàçáèåíèåìíîæåñòâàV1(u0,C0) íà ïîäìíî-
æåñòâàV11(u0,C0) èV12(u0,C0) òàê, ÷òî

V1(u0,C0) = V11(u0,C0)∪V12(u0,C0), V11(u0,C0)∩V12(u0,C0) = /0,

è äëÿ ∀C∈CG(u0,1,C0) |VG(C)∩V11(u0,C0)|= 1, |VG(C)∩V12(u0,C0)|= 1.
ÏîëîæèìV2(u0,C0)≡ (λ(u0)∩Vc

G(CG(u0,2,C0)))∪LG(u0).
Äëÿ ëþáîãîíàòóðàëüíîãî÷èñëàm0îñóùåñòâèìïðîèçâîëüíûìîáðàçîìðàçáèå-

íèåìíîæåñòâàV2(u0,C0)íà ïîäìíîæåñòâàV21(u0,C0,m0),V22(u0,C0,m0)èV23(u0,C0,m0)
òàê, ÷òî

V2(u0,C0) = V21(u0,C0,m0)∪V22(u0,C0,m0)∪V23(u0,C0,m0),
V21(u0,C0,m0)∩V22(u0,C0,m0) = /0, V22(u0,C0,m0)∩V23(u0,C0,m0) = /0,

V21(u0,C0,m0)∩V23(u0,C0,m0) = /0,

è èìååò ìåñòî îäíî èç íèæåóêàçàííûõ óñëîâèé:

1. |V2(u0,C0)| ≤m0,V21(u0,C0,m0) = V2(u0,C0),V22(u0,C0,m0) = /0,V23(u0,C0,m0) = /0.



2. |V2(u0,C0)|> m0, |V21(u0,C0,m0)|= m0, |V22(u0,C0,m0)|=
⌈
|V2(u0,C0)|−m0

2

⌉
,

|V23(u0,C0,m0)|=
⌊
|V2(u0,C0)|−m0

2

⌋
.

Çàìåòèì, ÷òî λ(u0)\(V0(u0,C0)∪V1(u0,C0)∪V2(u0,C0)) 6= /0 è λ(u0)\(V0(u0,C0)∪
V1(u0,C0)∪V2(u0,C0))⊆VG(C0).

Ïóñòü ν0 ∈V(G) � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðàôà G.
Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëàm0 îñóùåñòâèì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçáè-

åíèå ìíîæåñòâà LG(ν0) íà ïîäìíîæåñòâà L1(ν0,m0), L2(ν0,m0) è L3(ν0,m0) òàê, ÷òî

LG(ν0) = L1(ν0,m0)∪L2(ν0,m0)∪L3(ν0,m0), L1(ν0,m0)∩L2(ν0,m0) = /0,

L2(ν0,m0)∩L3(ν0,m0) = /0, L1(ν0,m0)∩L3(ν0,m0) = /0,

è èìååò ìåñòî îäíî èç íèæåóêàçàííûõ óñëîâèé:

1. |LG(ν0)| ≤m0, L1(ν0,m0) = LG(ν0), L2(ν0,m0) = /0, L3(ν0,m0) = /0.

2. |LG(ν0)|> m0, |L1(ν0,m0)|= m0, |L2(ν0,m0)|=
⌈
|LG(ν0)|−m0

2

⌉
,

|L3(ν0,m0)|=
⌊
|LG(ν0)|−m0

2

⌋
.

Äàäèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè f : V(G)→{0,1}.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû è ïîäãðàôû ãðàôà G, îïèñûâàåìûå ñ ïðèìåíåíè-

åì çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t â èíäåêñå îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìîãî â íèæåóêàçàííîì
àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ 2-ðàçáèåíèÿ f , ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îáúåêòàìè,
îïðåäåëÿåìûìè ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè FG.

Àëãîðèòì
Øàã 1. Ïîëîæèì t = |T(G)|.
Øàã 2. Åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà âñåõ âåðøèíàõ ìíîæåñòâàVG(Ct) îïðåäåëåíî, òî
ïåðåéäåì ê øàãó 3.

Ïóñòü âåðøèíà v0∈VG(Ct) òàêîâà, ÷òî çíà÷åíèåôóíêöèè f íàíåìíåîïðåäåëåío.
Ïîëîæèì f (v0)≡ 0.
Åñëè MB(FG,Ct ,v0) 6= /0, òî îïðåäåëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà âåðøèíàõ ìíîæå-

ñòâàVb
G(ω′)\{v0}, ãäå ω′ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èçMB(FG,Ct ,v0), íà îñíîâå çíà÷åíèÿ

f (v0) ïî ñõåìå, âûòåêàþùåé èç ñëåäñòâèÿ 1.
Ïåðåéäåì ê øàãó 2.

Øàã 3. Åñëè t = 1, òî ïåðåéäåì ê øàãó 5.

Çàìå÷àíèå 4 Äëÿ ∀u ∈ V2(G)∩VG(Ct)∩Vc
G({Ct−1, . . . ,C1}) çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà ìíî-

æåñòâå λ(u)\(V0(u,Ct)∪V1(u,Ct)∪V2(u,Ct)) óæå îïðåäåëåíî è åùå íå îïðåäåëåíî íà
ìíîæåñòâåV0(u,Ct)∪V1(u,Ct)∪V2(u,Ct).

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû u0 ∈V2(G)∩VG(Ct)∩Vc
G({Ct−1, . . . ,C1}) äàäèì ðÿä îïðåäå-

ëåíèé.
Ïóñòü ν0 ∈ λ(u0)\(V0(u0,Ct)∪V1(u0,Ct)∪V2(u0,Ct)).



Äëÿ ∀ν ∈V01(u0,Ct) ïîëîæèì f (ν)≡ 1− f (ν0).
Äëÿ ∀ν ∈V02(u0,Ct) ïîëîæèì f (ν)≡ f (ν0).
Äëÿ ∀ν ∈V11(u0,Ct) ïîëîæèì f (ν)≡ 0.
Äëÿ ∀ν ∈V12(u0,Ct) ïîëîæèì f (ν)≡ 1.

Çàìå÷àíèå 5 Äëÿ âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà λ(u0)\V2(u0,Ct) çíà÷åíèå ôóíêöèè f óæå
îïðåäåëåíî.

Ïîëîæèì p(u0)≡ P(λ(u0)\V2(u0,Ct), f ).
Äëÿ ∀ν ∈V21(u0,Ct , |p(u0)|) ïîëîæèì:

f (ν)≡
{

0, åñëè p(u0) > 0;
1, åñëè p(u0) < 0.

Äëÿ ∀ν ∈V22(u0,Ct , |p(u0)|) ïîëîæèì f (ν)≡ 0.
Äëÿ ∀ν ∈V23(u0,Ct , |p(u0)|) ïîëîæèì f (ν)≡ 1.

Øàã 4. Ïîëîæèì t = t−1.
Åñëè MB(FG,Ct ,ut) 6= /0, òî îïðåäåëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà âåðøèíàõ ìíîæå-

ñòâàVb
G(ω′)\{ut}, ãäå ω′ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èçMB(FG,Ct ,ut), íà îñíîâå çíà÷åíèÿ

f (ut) ïî ñõåìå, âûòåêàþùåé èç ñëåäñòâèÿ 1.
Åñëè MB(FG,Ct ,v1t) 6= /0, òî îïðåäåëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà âåðøèíàõ ìíî-

æåñòâà Vb
G(ω′))\{v1t ,v2t}, ãäå ω′ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç MB(FG,Ct ,v1t), íà îñíîâå

çíà÷åíèÿ f (v1t) ïî ñõåìå, âûòåêàþùåé èç ñëåäñòâèÿ 1.

Çàìå÷àíèå 6 Åñëè MB(FG,Ct ,v1t)∩MB(FG,Ct ,v2t) 6= /0, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà âåð-
øèíå v2t , îïðåäåëÿåìîå íà îñíîâå çíà÷åíèÿ f (v1t) ïî ñõåìå, âûòåêàþùåé èç ñëåäñòâèÿ 1,
ñîâïàäàåò ñ óæå îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì f (v2t).

ÅñëèMB(FG,Ct ,v2t) 6= /0 èMB(FG,Ct ,v1t)∩MB(FG,Ct ,v2t) = /0, òî îïðåäåëèì çíà÷å-
íèå ôóíêöèè f íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà Vb

G(ω′)\{v2t}, ãäå ω′ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
èç MB(FG,Ct ,v2t), íà îñíîâå çíà÷åíèÿ f (v2t) ïî ñõåìå, âûòåêàþùåé èç ñëåäñòâèÿ 1.

Ïåðåéäåì ê øàãó 2.
Øàã 5.

Çàìå÷àíèå 7 Äëÿ âñåõ âåðøèíìíîæåñòâàV(G)\L(G) çíà÷åíèåôóíêöèè f óæåîïðåäåëåíî.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ν0 ∈V(G)\(L(G)∪V2(G)) äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
Ïîëîæèì q(ν0)≡ P(λ(ν0)\LG(ν0), f ).
Äëÿ ∀ν ∈ L1(ν0, |q(ν0)|) ïîëîæèì:

f (ν)≡
{

0, åñëè q(ν0) > 0;
1, åñëè q(ν0) < 0.

Äëÿ ∀ν ∈ L2(ν0, |q(ν0)|) ïîëîæèì f (ν)≡ 0.
Äëÿ ∀ν ∈ L3(ν0, |q(ν0)|) ïîëîæèì f (ν)≡ 1.

Àëãîðèòì çàâåðøåí.



Äîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííîå 2-ðàçáèåíèå f ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-ñáàëàíñè-
ðîâàííûì.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó u∈V(G).
Ñëó÷àé 1. u∈ L(G).
Â ýòîì ñëó÷àå dG(u) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, |P(λ(u), f )|= 1≤ 1.
Ñëó÷àé 2. u∈V(G)\(L(G)∪V2(G)).
Ñëó÷àé 2à). |LG(u)|> q(u).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî

P(λ(u)\LG(u), f )+P(L1(u, |q(u)|), f ) = 0 è |P(L2(u, |q(u)|), f )+P(L3(u, |q(u)|), f )| ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|P(λ(u), f )|= |P(λ(u)\LG(u), f )+P(LG(u), f )|= |P(λ(u)\LG(u), f )+
+P(L1(u, |q(u)|), f )+P(L2(u, |q(u)|), f )+P(L3(u, |q(u)|), f )| ≤ 1

Ñëó÷àé 2á). |LG(u)| ≤ q(u).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî

|P(λ(u), f )|= |P(λ(u)\LG(u), f )+P(LG(u), f )|= |P(λ(u)\LG(u), f )|− |LG(u)|.

Çàìåòèì, ÷òî |λ(u)\LG(u)|= 2, ñëåäîâàòåëüíî, |P(λ(u)\LG(u), f )| ≤ 2.
Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè |LG(u)|> 0, òî |P(λ(u), f )| ≤ 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |LG(u)|= 0, ñëåäîâàòåëüíî, dG(u) = 2.
Â ýòîì ñëó÷àå èç îïðåäåëåíèÿ êîñòè ñëåäóåò, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé

âåðøèíîé â íåêîòîðîé êîñòè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ñõåìå, âûòåêàþùåé èç ñëåäñòâèÿ 1, íà âåðøèíàõ

êîñòè, èìåþùèõ â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíû âåðøèíó ñòåïåíè 2, ëþáîå
ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå 2-ðàçáèåíèå äîëæíî ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ïîëó÷àåì, ÷òî |P(λ(u), f )|= 0≤ 1.

Ñëó÷àé 3. u∈V2(G).
ÏóñòüC∈CG(u) åñòü öèêë, èìåþùèéìàêñèìàëüíûé íîìåð â íóìåðàöèè öèêëîâ,

äàííîì â àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè FG.
Ñëó÷àé 3à). |V2(u,C)|> p(u).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî

P(λ(u)\V2(u,C), f )+P(V21(u,C, |p(u)|), f ) = 0 è

|P(V22(u,C, |p(u)|), f )+P(V23(u,C, |p(u)|), f )| ≤ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|P(λ(u), f )|= |P(λ(u)\V2(u,C), f )+P(V2(u,C), f )|=
= |P(λ(u)\V2(u,C), f )+P(V21(u,C, |p(u)|), f )+P(V22(u,C, |p(u)|), f )+
+P(V23(u,C, |p(u)|), f )| ≤ 1



Ñëó÷àé 3á). |V2(u,C)| ≤ p(u).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî

|P(λ(u), f )|= |P(λ(u)\V2(u,C), f )+P(V2(u,C), f )|= |P(λ(u)\V2(u,C), f )|− |V2(u,C)|.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ñëåäóåò, ÷òî

|P(λ(u)\(V0(u,C)∪V1(u,C)∪V2(u,C)), f )+P(V0(u,C), f )| ≤ 2,

P(V1(u,C), f ) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|P(λ(u)\V2(u,C), f )|= |P(λ(u)\(V0(u,C)∪V1(u,C)∪V2(u,C)), f )+P(V0(u,C), f )+
+P(V1(u,C), f )|= |P(λ(u)\(V0(u,C)∪V1(u,C)∪V2(u,C)), f )+P(V0(u,C), f )| ≤ 2

Èçïîñëåäíåãîíåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè |V2(u,C)|> 0, òî |P(λ(u), f )| ≤ 1, à åñ-
ëè |V2(u,C)|= 0, òî èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè FG ñëåäóåò, ÷òî |P(V0(u,C), f )+
P(λ(u)\(V0(u,C)∪V1(u,C)∪V2(u,C)), f )|= 0, ñëåäîâàòåëüíî,
|P(λ(u), f )|= 0≤ 1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5 Äëÿ ëþáîãî äåðåâà ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå 2-ðàçáèåíèå.

Èç òåîðåì 2, 3, 4, 5 âûòåêàåò

Òåîðåìà 6 ÏóñòüG∈ A ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì ñâÿçíûì ãðàôîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùå-
ñòâîâàëî ëîêàëüíî-ñáàëàíñèðîâàííîå 2-ðàçáèåíèå ãðàôà G, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ∀G′ ∈Constr(G), íå ÿâëÿþùåãîñÿ äåðåâîì, äëÿ ∀C∈ T(G′) è ëþáîãî íàïðàâëå-
íèÿ τ îáõîäà öèêëà C íå ñóùåñòâîâàëî ãåòåðîïîëÿðíîé öèêëè÷åñêîé (FG′,τ,C)-êîñòè â
ãðàôå G′.
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ON LOCALLY-BALANCED 2-PARTITIONS OF SOME BIPARTITE GRAPHS

Balikyan S.V.

Necessary and sufficient condition is obtained for the problem of such partitioning of the set of
vertices of a bipartite graphG, in which arbitrary two simple cycles have at most one common
vertex, into two disjoint subsets V1 and V2, which satisfies the condition ||λ(v)∩V1|− |λ(v)∩
V2|| ≤ 1 for any vertex v of G, where λ(v) is the set of all vertices of G adjacent to v.


