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Разрабатывается программная система интеграции динамических моделей, неодно-
родных по своим математическим свойствам и/или по требованиям к шагу по време-
ни. Предлагается семейство алгоритмов параллельного расчета гетерогенных моде-
лей с разными шагами по времени. Применительно к слабосвязанным системам обык-
новенных дифференциальных уравнений исследуется погрешность таких алгоритмов и 
их преимущество в затратах времени по сравнению с точными методами решения 
 
 

Введение. В области автоматизации научных исследований по численному моде-
лированию актуальной является проблема построения гетерогенных моделей — моде-
лей, неоднородных как математически, так и структурно. Многие научные направления 
развиваются сейчас за счет объединения воедино частных моделей и использования в 
одних моделях возможностей других (готовых) моделей. Однако чем более сложными 
и эффективными становятся модели и численные методы, тем больше усилий требуется 
для их реализации на конкретных задачах, и тем больше вероятность того, что разрабо-
танная вычислительная модель будет применена лишь однократно (что мешает внедре-
нию научных разработок в практику). Проблему построения гетерогенных моделей 
можно рассматривать как проблему повторного использования численных методов и 
моделей. 

Существуют немногочисленные работы в области технологий моделирования, ко-
торые нацелены на преодоление проблемы гетерогенности (сложности) моделей. В ре-
зультате получаются довольно громоздкие программные системы [1], область приме-
нения которых лишь ненамного шире, чем область применения объединяемых моделей. 
В качестве альтернативного подхода, существуют решения проблемы быстрой разра-
ботки моделей путем использования высокоуровневых программных библиотек [1]. 
Разработчику модели предлагается «собрать» программу для своей модели из имею-
щихся в библиотеке модулей (запрограммировав специфику). Однако такой подход 
может применяться лишь специалистами с глубокими знаниями в области программи-
рования и проектирования программ. 

Идея, развиваемая в данной работе, является компромиссом между изложенными 
выше подходами к проблемам гетерогенности и повторной используемости моделей. 
Реализуемую на основе этой идеи систему интеграции моделей предполагается приме-
нять специалистам по численному моделированию. 

Отдельное внимание в работе уделяется созданию алгоритма совместного расчета 
нескольких моделей, гетерогенных с точки зрения математического шага по времени. 
Эта часть работы, в первую очередь, направлена на повышение эффективности числен-
ного решения систем дифференциальных уравнений высокой размерности — на сни-
жение вычислительных затрат за счет использования разных временных шагов для под-
систем и, как следствие, за счет сокращения числа арифметических операций. Но в от-

 



отличие от существующих механизмов расчета систем, разделенных на подсистемы с 
разными шагами [2, 3], в предлагаемом подходе внутреннее состояние подсистемы 
скрыто от других подсистем на протяжении ее собственного шага по времени. Как 
следствие, этот подход к повышению скорости расчета применим также и к проблеме 
расчета гетерогенных моделей (необязательно имеющих высокую размерность, но 
обычно реализованных в виде отдельных программ или программных модулей); поэто-
му он положен в основу расчетного модуля системы интеграции моделей. И наоборот, 
большая система дифференциальных уравнений, даже если она задана как единое це-
лое, подлежит расчету с помощью системы интеграции (особенно если в ней есть слабо 
связанные подсистемы, имеющие различные характерные времена). 

Система интеграции моделей. Многие современные пакеты моделирования (та-
кие, как Simulink, ModelVision) позволяют производить процесс моделирования, соби-
рая модели из готовых элементов «конструктора». Такой широко распространенный 
подход обладает очень низкими временными затратами, легкостью в использовании и 
не требует от вычислителя знания языков программирования. Но недостатком такого 
подхода является ограниченность наборов элементов «конструктора» наряду с тем фак-
том, что возможность подключения собственных элементов ограничена жестко задан-
ным интерфейсом. Как следствие, пакеты визуального моделирования имеют весьма 
узкую область применения и пригодны для моделирования относительно несложных 
систем (моделей). Построение (сборка) принципиально более сложной модели либо не-
возможна, либо требует большого количества времени. 

В данной работе предлагается подход/инструмент, в котором модель может соби-
раться также из блоков, но произвольной природы, не обязательно изначально задан-
ных в качестве элементов «конструктора». Каждый блок является экземпляром некото-
рого «модуля» (со своими входными и выходными данными), а в качестве «модулей» 
рассматриваются программы (*.exe), представляющие собой отдельные процессы опе-
рационной системы, динамически загружаемые библиотеки (*.dll), Java-библиотеки 
(*.jar). В этом состоит отличие от стандартных пакетов, где пакет должен знать внут-
реннюю структуру всех модулей, чтобы из них сформировать общую систему диффе-
ренциально-алгебраических уравнений. Предлагаемая же система использует не исход-
ный, а выполняемый код «модулей» и обеспечивает их взаимодействие путем обмена 
входными и выходными данными в процессе моделирования. Обмен данными может 
осуществляться через разные каналы передачи, например, через форматированные 
файлы, командную строку, вызов методов из jar/DLL. Принципиально, что фор-
мат/структура файлов и других каналов передачи не заданы жестко, а определяются 
пользователем в процессе интеграции. 

Алгоритмы синхронизации при расчетах с разными шагами. На практике час-
то встречаются задачи, численное решение которых требует решения подзадач с раз-
ными шагами. Условно с точки зрения величины расчетного шага все подзадачи можно 
разделить на задачи с «медленными переменными» и задачи с «быстрыми переменны-
ми». Возможное улучшение характеристик (например уменьшение временных затрат) 
численного решения таких задач диктуется учетом ее специфики, а именно различием в 
характерных шагах. Существуют разные подходы к оптимизации решения подобного 
типа задач [2, 3]. При этом существенной особенностью таких решений является сохра-

 



нение понятия единого вектора системы. Фактически решается задача на каждом «бы-
стром» шаге во времени — в том числе, для «медленных» переменных. То есть качест-
венные изменения затрагивают только способ получения вектора решения на каждой 
итерации. Примером тому является работа [3], в которой и «медленные» и «быстрые» 
переменные рассчитываются в одни и те же моменты времени, при этом для вычисле-
ния значений «медленных» переменных используется линейная интерполяция. Подоб-
ные походы лишь несущественно сокращают число арифметических операций, решая 
полную (но измененную) задачу. 

Предлагаемый подход к решению подобных задач запрещает интерполяцию зна-
чений «медленных переменных», то есть при расчете используются только известные 
значения соответствующих функций для подзадач. Другими словами, для вычисления 
правых частей подсистем «быстрых» переменных в моменты времени, соответствую-
щие минимальному шагу интегрирования всей системы, используются последние вы-
численные значения «медленных» переменных. Помимо достоинств такого подхода, 
которые будут рассмотрены ниже, следует отметить, что такие требования к алгоритму 
расчета позволяют решать каждую подзадачу отдельным решателем и рассматривать 
такой решатель как «черный ящик». 

Положим, что задача задается нестационарной системой, которую можно разде-
лить на несколько нестационарных подсистем. Для определенности будем рассматри-
вать систему обыкновенных дифференциальных уравнений. Основная задача алгорит-
ма — периодическая синхронизация множественных процессов. Каждый процесс за-
нимается численным решением одной или нескольких подсистем, то есть определяет 
отдельный решатель. Таким образом, каждому процессу соответствует, вообще говоря, 
система дифференциальных уравнений. 

( )du f u
dt

= . 

Такая система описывает некоторый (физический) процесс, протекающий с определен-
ной скоростью ( )uf u′ . Эта скорость определяет оптимальный шаг τ  интегрирования 
при решении подсистемы. 

( ) 1uf uτ ′ << . 

Процессу с большой скоростью соответствует маленький шаг по времени, процессу с 
маленькой скоростью — большой. Характерные времена исследуемых процессов, за-
ключенных в общей системе, могут различаться на несколько порядков (более чем в 

 раз для жестких задачах). Максимальный шаг среди всех подсистем будем назы-
вать макрошагом всего расчета; это определение можно распространить на подмноже-
ство подсистем. Ключевым в алгоритме является независимость вычислительной рабо-
ты процессов на протяжении одного макрошага. По окончанию каждого макрошага 
происходит взаимная синхронизация процессов посредством обмена значениями соб-
ственных параметров (переменных). 
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Алгоритм формализуется следующим образом. Далее каждый решатель, выпол-
няющий расчетный процесс будем называть процессором. Каждый процессор может 
находиться в любой момент времени только в одном из нескольких состояний: в со-

 



стоянии выполнения расчетов или состоянии ожидания. Процессор может перейти в 
состояние выполнения расчетов только после того, как значения всех собственных па-
раметров будут обновлены значениями параметров других процессоров. Процессор 
может закончить макрошаг и перейти в состояние ожидания только после обновления 
параметров других процессоров значениями своих параметров. Первый процесс будем 
называть процессом прямой синхронизации по отношению к процессору, второй — об-
ратной синхронизацией (см. Рис. 1). 

 
Рис. 1. Процесс прямой синхронизации для Processor 1 (первый рисунок). Процесс обратной 
синхронизации для Processor 1 (второй рисунок) 

На протяжении своего шага более медленному процессу не нужно знать о каких-
либо изменениях, происходящих в более быстрых процессах, этим достигается незави-
симость процессоров по отношению к друг другу. С точки зрения более быстрых про-
цессов изменения, происходящие в более медленных процессах до их завершения шага, 
считаются незначительными. Если процесс обратной синхронизации однозначно опре-
делен. Процесс прямой синхронизации является более сложным. Как упоминалось вы-
ше, процессор не может начать свой шаг вычислений, пока ему извне не сообщат «но-
вые» данные. «Новыми» по отношению к процессору считаются те данные, которые 
известны в конце временного шага этого процессора. После каждого шага процессор 
проверяет, не стали ли данные, полученные в результате численного решения, новыми 
для каких-либо других процессоров. В случае положительного ответа процессор осу-
ществляет обратную синхронизацию по отношению к себе и прямую по отношению к 
другим процессорам. Наглядно выше приведенные слова проиллюстрированы на ри-
сунке (см. Рис. 2). 

 
Рис. 2. Пример классического решения системы, последовательный вариант 

 



Для удобства на Рис. 2 представлены процессы синхронизации только между соседни-
ми процессорами. По горизонтальной оси откладывается математическое время, по 
вертикальной — процессоры с разными шагами, точкой изображается момент заверше-
ния численного шага решателя, стрелки определяют процессы прямой и обратной син-
хронизаций между процессорами по отношению к нижнему процессору. Следует обра-
тить внимание на то, что при такой стратегии процессов синхронизации (прямой и об-
ратной) макро расчет представляет собой последовательный (или в некоторых случаях 
квази-последовальный) процесс (см. Рис. 2). Распараллеливание таких расчетов являет-
ся бесполезным. Если теперь рассмотреть стратегию, в которой все процессоры могут 
начинать свои макрошаги вычислений со «старыми» данными, и обмениваться «новы-
ми» лишь в конце макрошага, то мы получим строго распараллеливающийся расчет 
(см. Рис. 3). Отрицательной стороной такой стратегии является то, что все процессоры 
проводят вычисления, основываясь на устаревших значениях параметров других про-
цессоров. Это хорошо видно сравнивая рисунки. 

 
Рис. 3. Пример распараллеливающегося варианта решения системы 

Безусловно, появляется погрешность, обусловленная запаздыванием данных, зато 
такая стратегия позволяет строго распараллеливать расчет. Наконец, существует ком-
промисс между скоростью вычислений и погрешностью, обусловленной этой скоро-
стью, который заключается в задании моментов обратной синхронизации внутри мак-
рошага. На Рис. 4 представлен пример обратной синхронизации на середине макрошага 
(или в моменты времени наиболее близкие к середине макрошага). 

 
Рис. 4. Пример частичного распараллеливающегося варианта решения системы. Прямая син-
хронизация осуществляется на середине макрошага 

Случай, когда каждый процессор может начать серию шагов по времени точно в 
начале макрошага и завершить ее точно в конце макрошага, называется случаем крат-
ных шагов. Все остальные случаи, когда серия шагов не умещается точно в макрошаг, 

 



называется случаем некратных шагов. Разные соотношения между шагами требуют 
применения разных стратегий (прямой и обратной) синхронизаций. Например, для не-
кратных шагов характерным становится размывание момента синхронизации. 

Слабосвязанные системы обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Описанное выше разбиение на подсистемы искажает исходную задачу, внося неустра-
нимую погрешность численного решения. Но величина этой погрешности может быть 
существенно сокращена в случае применения алгоритма к выделенному классу задач. В 
случае задач с обыкновенными дифференциальными уравнениями — это системы сла-
босвязанных дифференциальных уравнений. Слабосвязанные системы уравнений — 
системы (как линейные, так и нелинейные), которые при помощи равносильных преоб-
разований можно представить в виде совокупности подсистем, решение каждой из ко-
торых «слабо зависит» от решений других подсистем. В случае с линейными система-
ми можно дать более наглядное определение. Линейные слабосвязанные системы урав-
нений — системы, матрица которых приводится к блочно-диагональному виду, причем 
максимальная норма и ранг матриц блочного пересечения определяет степень связан-
ности системы. 

 
Рис. 5. Пример приведения заполненной матрицы к блочно-диагональному виду 

Чаще всего на практике при моделировании физических процессов (в частности 
физиологических) встречаются именно такие типы задач. 

Отдельной особенностью подхода является декомпозиция задачи на подзадачи. В 
некоторых случаях, например, для систем линейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений декомпозиция может быть выполнена автоматически программно-
математическими средствами [410]; в случае с нелинейными системами декомпозиция 
может опираться на линеаризованную систему. 

Аналитические оценки погрешности. Применение вышеописанных алгоритмов 
синхронизации приводит к появлению дополнительной погрешности. Для квази-
последовательного алгоритма (см. Рис. 2) и для системы из двух уравнений (c «медлен-
ной» переменной x  и «быстрой» ) y
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погрешность ниже оценивается покомпонентно — как разность между решением с об-
щим шагом τ  и решением с шагом для x , равным x kτ τ=  ( k  — целое число, опреде-

 



ляющее степень кратности шагов для «быстрых» и «медленных» переменных; шаг для 
y  равен τ ). Оценки погрешности для частично распараллеливающихся и строго рас-
параллеливающихся вариантов алгоритма не имеют большого практического значения, 
поскольку поведение этих вариантов зависит от случайных факторов (передача данных 
по сети, работа планировщика задач в операционной системе и т.п.). Эти погрешности 
определяются не аналитически, а экспериментально. 

В случае применения явного метода Эйлера погрешности алгоритма на одном ша-
ге расчета по компонентам x  и y  соответственно равны 

( ) ( )2
x x yk Af BfτΕ = + , ( )y xg k CfτΕ = , где ( ) ( ) 21−= kkkg , g

а погрешности самого метода Эйлера равны 

( ) ( )
2 2 2

2 2
x

x x y x y
kAf Bf Af Bfτ τε = + = + , ( )

2

2y xCf Dfτε = + y  

(заметим, что это погрешности при разных шагах — при тех, которые считаются при-
емлемыми для численного решения соответствующих уравнений). 

Отсюда следует, что погрешность алгоритма xΕ  (с точки зрения естественного 
для переменной x  шага xτ ) при всех  меняется от k 2xε  до xε , то есть, ее отношение к 
погрешности метода (Эйлера) не зависит от степени влияния второго уравнения на 
первое ( Byx A=α ). Для интерпретации погрешности по y  следует ввести другую сте-

пень связанности переменных — xy = C Dα  — и предположить слабую связанность: 
1xyα . Возьмем модуль вышеприведенных разностей, и определим предельную крат-

ность шага , при которой погрешность алгоритма не превышает погрешность метода, k

  ⇒  
x

y

Cf
Df

kk =≤ * . ( ) yyxxxx DfDfCfCfkgCfk
222

22
2

2 τττ ≈+≤≈2τ

Заметим, что для не-колебательных систем введенное выше понятие «быстрых» и 
«медленных» подсистем означает, что отношение y xf f  больше единицы (для колеба-
тельных это подразумевает другое — различие периодов). Обычно кратность шагов де-
лают пропорциональным или просто равным отношению производных y xf f  (обрат-

ному отношению характерных времен). В этом случае получаем CDk =* . Но незави-

симо о того, связан ли выбор параметра алгоритма  с правой частью системы k y xf f , 

слабая связанность подсистем ( 1C D ) дает возможность полагать  достаточно 
большим (что экономит вычислительные ресурсы). 

k

Применительно к достаточно широкому классу численных методов несложно 
сделать аналогичные оценки и для некоторого (не-колебательного) класса слабосвязан-
ных систем показать, что погрешность «быстрой» переменной, обусловленная предла-
гаемым в работе подходом, для не слишком больших  имеет тот же порядок, что и k

 



погрешность численного метода (а погрешность «медленной» переменной всегда имеет 
тот же порядок). 

Однако даже если погрешность численного метода существенно меньше погреш-
ности алгоритма синхронизации (например, в сильно связанных подсистемах или в 
системах с переменным во времени отношением скоростей — например, в колебатель-
ных системах), это отнюдь не означает неприменимость алгоритма. Дело в том, что на 
практике в большинстве случаев наибольший вклад в итоговую погрешность результа-
та вносит не численный метод, а неопределенность исходных данных. Поэтому именно 
с этой неопределенностью в каждом случае имеет смысл сопоставлять погрешность 
предлагаемого подхода. 

Результаты вычислительных экспериментов. С использованием системы инте-
грации были изучены особенности подхода, основанного на использовании алгоритма 
синхронизации, с точки зрения его технических и вычислительных свойств. 

Технический анализ алгоритма проводился на модельных задачах. В первую оче-
редь уделялось внимание скоростным характеристикам. В частности было установлено, 
что при некоторых постановках задач и особенностях операционной среды эффектив-
ность решения для частично распараллеливающегося варианта (см. Рис. 4) не уступает 
решению для целиком распараллеливающего варианта (см. Рис. 3). При этом погреш-
ность численного решения должна убывать с уменьшением степени распараллелива-
ния. Ниже приведен пример для случая исследования влияния временных задержек при 
синхронизации процессоров. Данный вопрос является актуальным в случае применения 
сетевых технологий при решении задач больших размерностей. 

 
Рис. 6. Влияние временных задержек передачи данных между процессорами на итоговое время 
расчета для различных вариантов распараллеливания, _задержка выполнение шагаT T k= ⋅  

Некоторые вычислительные особенности подхода продемонстрируем на примере 
жесткой задачи Коши для слабосвязанной системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 
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Такая система уравнений может описывать систему из двух химических реакторов с 
малой скоростью перетока вещества и периодической функцией источника массы в 
первом реакторе. Переменная x  является «медленно переменной»,  — «быстрой». y

Расчет системы проводился методами Эйлера и Рунге-Кутты 4-ого порядка при 
разных степенях кратности шагов для подсистем. Особый интерес представляет изуче-
ние влияния «медленной переменной» на «быструю». 

 
Рис. 7. Влияние кратности шаг на погрешность численного решения для «быстрой» части с ис-
пользованием методов Эйлера и Рунге-Кутты 4-ого порядка 

На графиках представлен рост погрешности предлагаемого метода при увеличе-
нии степени кратности. «Периодичность» погрешности — влияние характера функции 
источника для «медленной» переменной. Следует обратить внимание, на неэкспонен-
циальный характер роста погрешности, обусловленной степенью кратности шагов, а 
также несущественное влияние порядка численного метода на погрешности решения. 
Из последнего можно заключить, что результаты аналитических выкладок для методов 
первого порядка можно распространить на методы более высоких порядков. 

Заключение. В работе проанализирована вычислительная система для динамиче-
ских задач, поддерживающая гетерогенные составные части — программные модули 

 



 

на разных языках; различные по своему математическому классу модели; а для одно-
родных систем обыкновенных дифференциальных уравнений — подсистемы с разными 
характерными временами. Предложено решение проблемы интеграции гетерогенных 
моделей путем их независимого расчета на некотором интервале времени, причем при-
менение специальных (в той или иной степени распараллеливающихся) алгоритмов 
синхронизации моделей ценой некоторой потери точности позволит повысить скорость 
вычислений. 

Аналитические выкладки в частном случае (метод Эйлера, не-колебательная сис-
тема из двух уравнений) показали корректность применения предложенного подхода 
(по крайней мере, квази-последовательного алгоритма синхронизации) с точки зрения 
погрешности вычислений. Как и следовало ожидать, полученная максимально допус-
тимая (без потери точности) кратность шагов падает как с ростом степени связанности 
подсистем (коэффициента влияния «медленной» подсистемы на «быструю»), так и с 
уменьшением отношения характерных скоростей «быстрой» и «медленной» подсистем. 

Результаты численных экспериментов с системой химических реакторов под-
тверждают вывод о корректности предложенного подхода, в том числе, для более 
сложных численных методов. 
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TOOL FOR INTEGRATION OF HETEROGENEOUS MODELS  
AND ITS APPLICATION TO LOOSELY COUPLED SETS OF DIFFERENTIAL 

EQUATIONS 
 

Korchak A. B., Evdokimov A. V. 
 

 
We develop the software tool for integration of dynamics models, which are inhomogeneous 
over mathematical properties and/or over requirements to the time step. The family of algo-
rithms for the parallel computation of heterogeneous models with different time steps is offered. 
Analytical estimates and direct measurements of the error of these algorithms are made with 
reference to weakly coupled ODE sets. The advantage of the algorithms in the time cost as 
compared to accurate methods is shown 


