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Найдена аналитическая форма записи информационной матрицы Фишера для эконо-
метрического алгоритма DCC-MGARCH(1,1), использованная затем для его упроще-
ния. При этом выдвигается гипотеза о постоянстве матриц корреляций во времени и 
проводится статистическая проверка данного предположения. Затем информацион-
ная матрица применяется для исследования фондового рынка России 
 
 

Введение. В настоящее время математическое описание и статистическая обра-
ботка данных, получаемых как результат деятельности стохастических систем, прово-
дится на основе одномерных, зачастую хорошо изученных вероятностных законов. 
Вследствие значительного роста числа этих систем и усложнения их внутренней струк-
туры одномерные распределения уже не могут быть применены адекватно, т.е. они не-
способны найти решение с заданной точностью за ограниченное время. Как следствие, 
огромный интерес представляет задача описания поведения систем в целом без редук-
ции на одномерные подзадачи.  

Несмотря на то, что теория информационных матриц развивается уже около 90 
лет, начиная с фундаментальных работ Фишера 1922 г., их применение к исследованию 
свойств многомерных эконометрических алгоритмов существенно ограничено. Первой 
можно считать работу [1], где вычислена информационная матрица коэффициентов 
двумерного метода GARCH(1,1), в [2] вычисления проведены для модели 
MGARCH(1,1), в [3] матрица построена для DCC–MVGARCH(1,1) c эллиптическим 
вероятностным законом распределения стандартизированных.  

В данной работе проводится построение информационной матрицы Фишера для 
одного из наиболее общих на текущий момент многомерных эконометрических мето-
дов – алгоритма DCC-MGARCH(1,1) [4], [5], [6]. Потребность в нахождении такой мат-
рицы обусловлена необходимостью уменьшения числа оцениваемых в DCC-
MGARCH(1,1) параметров. При предположении о слабо меняющихся с ходом времени 
корреляционных матрицах выводится условие постоянства корреляционных матриц во 
времени, обеспечивающее упрощение эконометрического метода DCC-MGARCH(1,1) 
до CCC-MGARCH(1,1). Для статистической проверки этого условия выдвигается гипо-
теза и строится критическая статистика. В заключение, информационная матрица ис-
пользуется при исследовании фондового рынка России.  

Общие положения. Предположим, что некоторая совокупность 
( ) T

tKttt yyyy ...,,, 21=  значений факторов риска является стохастическим процессом 
и описывается многомерным временным рядом логарифмических доходностей 

( ) T
tKttt uuuu ...,,, 21= , определенных на некотором вероятностном пространстве 

),,( pℑΩ : ( ) ( )1t,iitti ylnylnu −−= , T,...,1t = , K,...,1i = , где K – общее число ценных бумаг 
портфеля.  



 

Предполагая условную гетероскедастичность многомерного временного ряда 
{ }tu , T,...,1t = , допустим, что его условные математические ожидания равны ну-
лю ( ) 0FuE 1tti =− , K,...,1i = , а условные дисперсии в фиксированный момент времени t 

определяются как ( ) ttt HFuD =−1 , где ijtt hH =  – симметричная положительно опре-

деленная ковариационная матрица K×K, состоящая из дисперсий 2
itiith σ= , K,...,1i = , и 

ковариаций ijtijth σ= , Kji ≤<≤1 ; ( ) 0≥= nnFF  – фильтрация, определенная σ-
подалгебрами nF  такими, что FFF nm ⊂⊂ , если nm ≤ . Кроме того, предположим, 
что tu  являются условно–гауссово распределенными многомерными случайными ве-
личинами t

2/1
tt Hu ε= , где 2/1

tH  – разложение Холесского для tH , вектор - столбец 
( )Kt I,0N~ε , KI  – единичная матрица порядка K.  
Для описания дисперсий ,2

itσ K,...,1i = будем использовать обобщенный процесс 
авторегрессии условной гетероскедастичности первого порядка GARCH(1,1): 

2
1t,ii

2
1t,iii

2
it u −− ++= βσαωσ , (1) 

где iii βαω ,,  - скалярные параметры, причем для соблюдения стационарности процесса 
необходимо выполнение соотношения 1ii <β+α . Отметим, что начальные значения  

const2
0,i =σ , constu 0,i = , выбираются постоянными.  

Ковариации ijtσ , Kji1 ≤<≤  определим из соотношения: 

jtitijtijt σσρσ = , (2) 

где ijtρ  – коэффициенты положительно определенной матрицы корреляций tΓ , участ-
вующей в разложении tttt DDH Γ= , tD  – диагональная матрица с элементами itσ  на 
главной диагонали. 

Подлежащие детерминации неизвестные параметры в выражениях (1)–(2) объе-
диним в общий вектор ( )N1 ...,, θθΘ =  размерности ( ) 2/1KTKK3N −+= : 

( )Kt,1Kt23Kt1t13t12KKK111 ...,,,...,,,,,,...,,,, −= ρρρρρβαωβαωΘ . Оценивание N,1i,i =θ  
проведем методом максимального правдоподобия.  

Модифицируем DCC–MGARCH(1,1) и предположим, что для изменяющихся во 
времени элементов корреляционной матрицы ijtρ  справедливо следующее соотношение: 

1t,j1t,iijijijt −−+= εεδρρ , Kji1 ≤<≤ , Tt1 ≤≤ ,  (3) 

где 1
itt,it,i u −= σε  – стандартизированные остатки (шумы), t

2/1
t

1
tt HD εε −= , ijρ  – элементы 

некоторой фиксированной матрицы корреляции sΓΓ =  в момент времени t=s.  
Равенство (3) предполагает, что матрицы tΓ , Tt1 ≤≤  слабо меняются с течением 

t и могут быть заменены на сумму постоянной корреляционной матрицы Γ  с некото-
рым белым шумом. Как следствие, размерность вектора Θ  существенно снижается и 
составляет KKN 22 += : 



 

( )K,1K1312K,1K23K11312KKK111 ...,,,,...,,,...,,,,,,...,,,, −−= δδδρρρρρβαωβαωΘ .  

Кроме того, если в (3) 0ij =δ , Kji1 ≤<≤ , то DCC–MGARCH(1,1) превращается 
в известный метод ССС–MGARCH(1,1) [7].  

Для проверки справедливости равенств 0ij =δ , Kji1 ≤<≤ , выдвинем статисти-
ческую гипотезу 0:H ij0 =δ , Kji1 ≤<≤ , о постоянстве матриц корреляций в разло-
жении tttt DDH Γ= , имеющую ( )KK5.0Q 2 −=  независимых ограничений. Пусть име-
ет место альтернативная гипотеза 0:H ij1 ≠δ , Kji1 ≤<≤ .  

Построим критическую статистику γ вида: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )ΘΘΘΘΘ ΘΘΘ lJl,0N~Yˆllnlim T1

n
∇⋅⋅∇=− −

∞→
, (4) 

где ( ) ( ) ( ) ( )
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θ
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θ
ΘΘΘ , Θ̂ – оценка для вектора Θ , найденная методом 

максимального правдоподобия. Соотношение (4) выполнено вследствие справедливо-
сти леммы Слуцкого о предельном переходе под знаком непрерывной функции ( )Θl . 
Далее, так как ( ) ( ) ( )ΘΘΘ ΘΘΘ lJl T∇⋅⋅∇  – сумма квадратов нормально распределенных 
случайных величин, то она имеет 2χ  – распределение с Q степенями свободы. Поэтому 

γ можно выбрать в виде ( ) T1 ŜˆJŜ ⋅⋅= − Θγ Θ , где ( )ΘΘ
ˆlŜ ∇= .  

Гипотеза 0H  принимается с уровнем доверия ( )α−1 , если ( )Q2
2/αχγ <  и отверга-

ется в противном случае. 
Матрица ( )ΘΘJ  является блочной и состоит из подматриц ( )1K,1s,As += , распо-

ложенных на ее главной диагонали. Подматрицы sA  определяются как математические 
ожидания произведений частных производных по всевозможным комбинациям пара-
метров, входящим во множества { } { }KKK111 ,,,...,,, βαωβαω , }{ 12 1, 12 1,,..., , ,...,K K K Kρ ρ δ δ− − : 

( ))s(
j

)s(
is /l/lEA θθ ∂∂⋅∂∂= , { }sss

)s(
j

)s(
i ,,, βαωθθ ∈ , 3,1j,i = , K,1s = ; 

( ))1()1(
1 // ++
+ θ∂∂⋅θ∂∂= K

j
K

iK llEA , ( )1KK,1j,i −= , 

где }{ K,1K12K,1K12
)1K(

j
)1K(

i ...,,,...,,, −−
++ ∈ δδρρθθ . 

Матрицы K1 A...,,A  были вычислены в работе [2]: 
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где ( )s
ija  – элементы sA , 3,1j,i = , K,1s = .  
Определение функционального вида зависимостей для элементов подматрицы 

1+KA  сделано впервые. Приведем здесь лишь конечный результат, отмечая, что при вы-
числении 1+KA  были введены вспомогательные матрицы 1

t
1

tijt DсC −−== Γ , 



 

2/1
tijt HbB == ; под знаком K–мерного интеграла, определяющего математическое 

ожидание, была сделана замена переменного yBu t= , где y – новая некоррелированная 
случайная величина, и вычислены все возможные моменты четвертого порядка много-
мерного нормального распределения. Например, были получены следующие равенства: 

( ) ∑∫ ∑
≠=
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21

21
K 1

1
ss
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R

K
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4
s,i

4
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2
i bbbduufuuu , K,1j,i =  

где ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= −−− uHu

2
1expHdet2uf 1

t
T

t
2/12/Kπ , ( ) T

K21 u...,,u,uu = .  

Заметим так же, что 1+KA  также является блочной с подматрицами размерности 
K(K-1)/2×K(K-1)/2: 
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=+

3
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21
1K MM
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причем блок ( )1
,1 mM ηλ=  построен из математических ожиданий ( )ηλ θθ ∂∂⋅∂∂ /l/lE  по 

параметрам }{ K,1K12 ...,,, −∈ ρρθθ ηλ , ( )2
,2 mM ηλ=  – из ( )ηλ θθ ∂∂⋅∂∂ /l/lE  по 

}{ K,1K12 ...,, −∈ ρρθλ , }{ K,1K12 ...,, −∈ δδθη , ( )3
,3 mM ηλ=  – из ( )ηλ θθ ∂∂⋅∂∂ /l/lE  по 

}{ K,1K12 ...,,, −∈ δδθθ ηλ . Тогда 
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T
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1
, F/l/lEm ρρηλ , ( ) ,2/1KK,1, −=ηλ   
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645364526352645163516251
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ssssssssssssssssssssssss5 bbbbbbbbbbbbF . 

Аналогично,  

( ) ( ) ∑ ∑
= =

−−=∂∂⋅∂∂=
T

1t

4

1p
1t,s1t,mpmsij

2
, F/l/lEm εεδρηλ , ( ) ,2/1KK,1, −=ηλ   

( ) ( ) ∑ ∑
= =

−−−−=∂∂⋅∂∂=
T

1t

4

1p
1t,s1t,m1t,j1t,ipmsij

3
, F/l/lEm εεεεδδηλ , ( ) 2/1KK,1, −=ηλ .  



 

Анализ фондового рынка России. Рассмотрим пять равновесных портфелей по 
четыре актива в каждом. Первый портфель (П1) составим из обыкновенных акций ком-
паний ЛукОйл, Сургутнефтегаз, Ростелеком, РАО ЕЭС (всего 1701 значение). Второй 
портфель (П2) сформируем из обыкновенных акций компаний ГМК Норильский Ни-
кель, Аэрофлот, АвтоВаз, Моэнерго (всего 1361 значение). Третий портфель (П3) со-
ставим из обыкновенных акций компаний Балтика, Роснефть, Росбанк, Полюс Золото 
(всего 144 значение). Четвертый портфель (П4) составим из обыкновенных акций ком-
паний РАО ЕЭС, Аэрофлот, Сбербанк, Транснефть (всего 1025 значений). Наконец, пя-
тый портфель (П5) составим из обыкновенных акций компаний РИТЭК, МТС, Сибирь-
Телеком, Татнефть (всего 730 значений). Отметим, что количество акций K=4 в (П1)–
(П5) выбрано для простоты представления результатов, получаемых при вычислениях.  

Проведенные расчеты статистик γ для акций портфелей (П1)–(П5) позволили вы-
явить на российском рынке торговые дни трех основных типов (классов). К первому 
типу (T1) относятся дни, для которых выполнена гипотеза о постоянстве матрицы кор-
реляций и применим упрощенный эконометрический метод ССС–MGARCH(1,1). Да-
лее, ко второму типу (T2) относятся дни, для которых отклоняется 0H  и, соответствен-
но, обязательно используется более сложный алгоритм DCC–MGARCH(1,1). Наконец, 
к третьему типу (T3) относятся дни, в которых определитель ( )( )ΘΘ

ˆdet J  равен нулю, 

обратная матрица ( )Θ−
Θ

ˆ1J  не существует, а статистика γ не определена. Моменты вре-
мени, входящие в T3, наиболее интересны для анализа, так как для них имеет место ли-
нейная зависимость строк в блочной матрице 1+KA  и, как следствие, обнаруживается 
функциональная связь между корреляциями котировок различных акций в каком-либо 
портфеле. Значит, некоторые предприятия–эмитенты изначально более тесно связаны 
друг с другом (даже если они и не принадлежат одной отрасли экономики), а движение 
их котировок происходит из-за наступления одних и тех же фундаментальных событий, 
например, из-за движения капитала (притока или оттока) на финансовом рынке или 
благодаря поступлению новостей и т.п. Кроме того, можно говорить и об использова-
нии инсайдерской информации, так как наблюдаются согласованные покупки и прода-
жи всех активов портфелей (иначе говоря, существуют торговые дни, которые относят-
ся к классу T3 для всех П1-П5 одновременно). 

Таблица 1. Распределение торговых дней различных типов по портфелям акций 
П1 П2 П3 П4 П5 

Т1 827 614 45 439 219 
Т2 813 611 67 500 454 
Т3 41 116 12 66 57 

Количество торговых дней каждого типа T1–T3, найденное для портфелей П1-П5, 
приведено в таблице 1. 

Доказанная несостоятельность гипотезы о применении алгоритма  ССС–
MGARCH(1,1) на российском фондовом рынке способствовала дальнейшему экономет-
рическому анализу поведения портфелей (П1)–(П5) с использованием  DСС–
MGARCH(1,1). Так как этот анализ выходит за рамки исследований данной работы, по-
зволим себе привести только некоторые конечные результаты: построен вероятный сце-



 

нарий будущей стоимости портфелей (П1)–(П5) с использованием нормального, α–
устойчивого и STS–распределений [8-9], причем для последнего из этих распределений 
достигнута наибольшая точность вычислений. Например, для портфеля (П1) относитель-
ная погрешность между моделируемыми и известными значениями четырех временных 
рядов не превосходила 4,1%, для (П2) – 4,8%, для (П3) –6,7%, для (П4) – 6,4%.  

Заключение. Найдена аналитическая форма записи информационной матрицы 
Фишера для алгоритма DCC-MGARCH(1,1). Она применена при исследовании фондо-
вого рынка России. Проведенные вычисления выявили на российском фондовом рынке 
торговые дни трех основных типов T1–T3, причем изменение типизации с T1 до T2 и с 
T2 до T1 происходит через моменты времени T3. Кроме того, обнаружен эффект кла-
стеризации многомерной волатильности (матриц ковариаций).  
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FISHER INFORMATION MATRIX FOR MULTIVARIATE DCC-MGARCH(1,1) 

METHOD 
 

Belsner O. A., Kritski O. L. 
 
 
The analytic form of Fisher Information Matrix (IM) written for DCC-MGARCH(1,1) was 
suggested. After that it was applied for simplifying the general algorithm: the statistical hy-
pothesis about constant correlation matrix usage was put forward and statistical verification 
was made. IM was employed to investigate Russian stock market 


